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AVANT-PROPOS 


Le présent recueil de problèmes sur la théorie des fonctions analytiques 
est destiné aux étudiants des facultés de mécanique-mathématiques et de 
physique des universités et des instituts pédagogiques, de même qu’aux 
étudiants des établissements d’enseignement supérieur à programme du 
cours de mathématiques élargi. Dans leur travail, les auteurs se sont appuyés 
sur l'expérience acquise dans l’enseignement de la théorie des fonctions 
d’une variable complexe à l’Institut physico-technique de Moscou et à la 
Faculté de mécanique-mathématiques de l’Université de Moscou. 

Le recueil a été composé de la sorte qu’il soit d’une utilisation commode 
quelle que soit l’organisation du cours, bien que, du point de vue formel, 
l'exposition de la matière suive approximativement le même ordre que celui 
du livre « Fonctions analytiques » de M. Evgrafov. Dans ce but, les pa- 
ragraphes constitutifs de l’ouvrage sont plus ou moins indépendants les 
uns des autres. Toutes les références aux problèmes des autres sections sont 
données dans les indications. 

Chaque paragraphe est divisé en cycles de problèmes réunis par une 
idée commune. La fin de chaque cycle est d’habitude réservée aux problèmes 
plus compliqués. Pour faciliter la tâche du lecteur, les propositions fonda- 
mentales et les définitions nécessaires sont données là, où elles sont utilisées. 
Toutes les indications concernant la résolution des problèmes sont données 
dans le texte, les résultats étant groupés à la fin de chaque paragraphe. 

Une partie importante de problèmes a été rédigée par les auteurs spé- 
cialement pour le présent livre. De plus, les auteurs ont utilisé comme 
sources d’inspiration un grand nombre de manuels et de monographies sur 
la théorie des fonctions d’une variable complexe. Un certain nombre de 
problèmes a été emprunté aux recueils de N. Günter et R. Kouzmine, 
L. Volkovyski, G. Luntz, I. Aramanovitch, de même qu’au recueil de prob- 
lèmes de Jana Krzy£a (Pologne). En outre, on a utilisé les problèmes rédigés 
entre 1947 et 1968 en tant que compositions de mathématiques par les pro- 
fesseurs de la Chaire de mathématiques de l’Institut physico-technique 
de Moscou. Un certain nombre de problèmes a été envoyé par A. Goldberg 
(problèmes 3.16 à 3.22). 

La composition et le choix des problèmes ont été répartis entre les 
auteurs comme suit: 


K. Béjanov: & 8, 10, 22, 28; 

Y. Sidorov: $ 32, 33, 35 à 37; 

M. Fédoruk: $$ 4, 14, 23, 26; 

M. Chabounine: $ 1 à 3, 5, 6, 9, 11, 19 à 21, 27; 


(Sidorov, Fédoruk et Chabounine ont travaillé, pour la plupart, de 
concert, tandis que Béjanov a mené son travail indépendamment). 

Les problèmes figurant dans les autres sections du recueil ont été com- 
posés et choisis par M. Evgrafov qui a en outre enrichi d’une façon sensible 
les collections de problèmes présentées par les autres auteurs. 

Le travail concernant l’écriture proprement dite du livre a été accompli 
par M. Evgrafov. 

Outre la rédaction générale du présent livre, I. Archon s’est chargé de 
la vérification d’un grand nombre de problèmes parmi les plus compliqués. 
Les auteurs lui en expriment leurs vifs remerciements. 


Les Auteurs 


CHAPITRE PREMIER 
INTRODUCTION 


$ 1. Nombres complexes 


On appelle nombres complexes les objets mathématiques z de la forme 
x+iy, où x et y sont des nombres réels arbitraires, si la notion d’égalité et 
les opérations d’addition et de multiplication sont définies de la façon 
suivante: 

1. Deux nombres complexes z,=x,+iy, et-z:=x +iy, sont dits égaux 
Si X1= X2 €t Y1= V2 

2. La somme de deux nombres complexes z,=x,+iy, et Z2=x+iy, 
est représentée par le nombre complexe z, + z, = (x, + x) + i(ÿ1 + }2). 

3. Le produit de deux nombres complexes z,= x, + iy, et z,= x, + iy, est 
représenté par le nombre complexe z,z, = (x:x2 — ÿ1}2) + i(x1Y2 + X2Ÿ1). 

Autrement dit, les nombres complexes sont additionnés et multipliés 
comme des polynêmes par rapport au symbole i, le symbole i* étant remplacé 
par le nombre -1. 

On vérifie aisément que l'addition et la multiplication des nombres 
complexes sont commutatives, associatives et distributives, c’est-à-dire 


Z1+Z2=Zo+2Zy, 2122 = 2023; 
(1+2)+23=21+(2+2), (212)23=2(22); 
Z(2+2)=22+22 
Le nombre x est appelé partie réelle du nombre complexe z=x+ip et 
se note Re z. 


Le nombre y est appelé partie imaginaire du nombre complexe z=x+iy 
et se note Im z. 


1.01. Montrer que pour tout nombre complexe z #0, 1l n'existe qu’un 
seul nombre complexe w satisfaisant à la condition zw=1. Ce nombre 


complexe est désigné par l’un des deux symboles suivants: z71 ou— : 
1.02. Soient Re z=x, Imz=y et z=-0. Montrer que 


1.03. Désignons par le symbole 2 le nombre complexe z, _ Soient 
Rez=x;:, Imz=y,,k=1], 2. Montrer que 


Za _ XX Te 21 Xr 
4 xi+}t x3+ Ji 


1.04. Trouver les parties réelle et imaginaire des nombres complexes 


suivants: 
1 1-5} 1 26] 
I. 1: 2. (=) e. 3. (58 e 


is+2? 5. A+ 
fm) "a-iÿ" 


Soient Re z=x et Im z=y. La grandeur Y x? + y? est appelée module du 
nombre complexe z=x+iy et se note |z]. Tout nombre y qui vérifie les 


égalités 


x y . 
= COS y, = sin 
Ve+» . Vx3+° di 


est appelé argument du nombre complexe z=x+iy et se note arg z. La 
valeur de arg z n’est déterminée que pour des nombres complexes non nuls. 
Tout couple de valeurs possibles de arg z diffère d’un multiple entier de 2x. 


1.05. Montrer que 
1. 12,21 = 121-121. 


Z1 
Ze 


3. arg (z,z,) = arg z, + arg z.(mod 2x). 
4. arg® = arg z.-arg z (mod 27). 
2 


Nota. L'écriture 4 = B(mod «) signifie que 4 — B=n«, où n est un entier. 
1.06. Trouver les modules et les arguments des nombres complexes 


suivants : 
1. à. 2. —3. 3. 1+528, 
1 .V3 1-i ZT  .. 7 
4. Robin. S. F2 6. — COS + +1 SIN +. 
7. (-4+3P. 8. (1+iH1—-iV3)-5. 9. l+cos=+isinz. 


7 7 


Soient x= Re z et y=Im z. Le nombre complexe x — iy est le conjugue 
du nombre complexe z = x +iy et se note z. 
1.07. Montrer les égalités suivantes: 


1. z+Z=2Rez. 2. z-Zz=2iImz. 
z+z z—Z 
3. Re z=—-. 4. Im z=—>. 
5. (Z)=z. 6. (21+2)=21+2. 
7. (2-2) =Z1 2 8. (2122) =Z122- 
9. ÊE (#0). 10. ()=-(GY, n=1, 2, 3 … 
11. |Z1 =1Z]. 12. Zz=1|z|*. 
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1.08. Montrer que pour tout polynôme P(z) à coefficients réels et pour 
tout nombre complexe z, l’égalité P(Z) = P(2) a lieu. 

1.09. Soit P(z)=a7"+a,z"-1+...+a,. Dire quels doivent être les 
coefficients du polynôme P(z) si, pour toute valeur complexe de z, l’égalité 
ci-dessous à lieu: 


1. P(2)=P(2). 2. P(z)= -P(2). 
1.10. Trouver toutes les valeurs complexes de À pour lesquelles il existe 


un polynôme P(z) non identiquement nul satisfaisant pour toutes les valeurs 
complexes de z à la condition 


P(z)= AP(2). 


x x x 


Dans beaucoup de circonstances, il est commode de représenter les 
nombres complexes par les points d’un plan (ou par des vecteurs). De cette 
façon, à chaque nombre complexe z=x+iy, où x=Rez et y=Imz, on 
associe un point M{(x, y) (fig. 1) d’abscisse x et d’ordonnée y, ou bien un 
vecteur OM. L’addition des vecteurs correspond 
à l’addition des nombres complexes auxquels ils 
sont associés. 

Le plan dans lequel sont repré$entés les nom- 
bres complexes est appelé plan complexe, l'axe X 
étant l’axe réel, et l’axe Y l’axe imaginaire. 


1.11. Montrer que la grandeur |z, —- z,| est égale 
à la distance du point z, au point z. dans le plan 
complexe. 

1.12. Montrer que la grandeur arg z est égale 
à l’un des angles du vecteur z avec le demi-axe réel 
positif (l’angle est considéré positif s’il est mesuré à 
partir du demi-axe réel positif vers le vecteur z en allant dans le sens inverse 
des aiguilles d’une montre ; il est négatif si l’on va dans le sens des aiguilles 
d’une montre). 

1.13. Donner l'interprétation géométrique des ensembles de tous les 
points du plan complexe satisfaisant aux inégalités suivantes: 


1. Rez=-0. 2. Imz<i1. 3. |Rez|<l. 
4. |Imz|<1, 0O<Rez<1. S. |z| <i. 
6. |z—il=1. 7. O<|z+i]l <2. 


Fig. 1 


8. 1<1z—-11<3 9. O<argz<T. 
TT 


10. x -arg z| <2 


1.14. Ecrire, en utilisant des inégalités, les cnsembles suivants des points 
du plan complexe: 

1. Le demi-plan situé à droite de l’axe imaginaire. 

2. Le premier quadrant. 


3. Le demi-plan situé au-dessus de l’axe réel et contenant les points dont 
la distance à l’axe réel n’est pas inférieure à 2. 

4. La bande contenant les points situés à une distance inférieure à 1 de 
l'axe imaginaire. 

5. Le demi-disque de rayon 1 (privé de sa circonférence) centré sur 

= 0 et situé à gauche de l’axe imaginaire. 

1.15. Trouver ess géométrique des grandeurs suivantes: 


1. IZI. 2. |Rezl. 3. |Imzl|. 


1.16. Soient z, et z, deux points fixés dans le plan complexe. Donner 
l'interprétation géométrique des ensembles de tous les points z satisfaisant 
aux relations ci-dessous : 


1. 1Z-2z,|=1z-21]. 2. ]z-1|=]Rezl. 


1 
3. IZ—z,|+1z-2,| = 24, a |Z2— 21. 4. |z—z,] —-1z-2,1| = 24 


1.17. Soit |z,1 < 1. Montrer que le point Wo= 7 peut être construit de la 


façon suivante : on mène en z, la per- 
pendiculaire à la demi-droite Oz, (fig. 2). 
Notons z, l’un des points d’intersection 
de cette perpendiculaire avec la circon- 
férence |z] =1. Au point z, on construit 
la tangente à la circonférence ]z|=1]1. 
Notons z, le point d'’intersection de cette 
tangente avec la demi-droite Oz, . Le point 
w, est le symétrique du-point z, par rap- 
port à l’axe réel. 
Fig. 2 1.18. Montrer que deux triangles 4, et 
4,, ayant pour sommets respectivement les 
points z,, 2, Zs€tZ1, Z, za, SOnt semblables si 


La La 

Zs 7 71 _ Ze 7 Zi 
La v° 

Z2— 2 Zs — Z 


1.19. Est-ce que La condition de similitude des triangles figurant au 
problème 1.18 est nécessaire ? 


Si nécessaire, les équations écrites pour le point variable z peuvent être 
présentées en coordonnées orthogonales. 


1.20. Dire quelles lignes du plan sont représentées par les équations 
ci-dessous: 


z-]1 
1. Re— = (a>0). 2. Re = 0. 


z—i z—a 
3. im! = (0. 4. Re =0 (a 0). 


1.21. Dire quels sont les ensembles des points z du plan complexe qui 
satisfont aux inégalités suivantes: 
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er 


1. |Z—-il+1Zz+i <d. 2: Re—<. 


2 
3. |z—21-1Z2+21<2. 4. |1+z|<]1-2]. 
5. 0< arg— L<T. 6. Re(z(1 — i)) < V2. 
1. mars + DE. 8. iz1-1-Rez. 
9. Rez‘>Im zx. 


1.22. Soient À et C deux constantes réelles, B une constante complexe 
et AC <]B]?. Montrer que l'équation 
Alzl?+8Bz+Bz2+C-0 (4-0) 
est l’équation d’une circonférence. Trouver le centre et le rayon de cette 
Circonférence. 
1.23. Montrer que l'équation d’une circonférence passant par trois 
points non alignés z,, z,, z, peut se mettre sous la forme 
[z|* Zz Z I 
11° 2z Z1 | 
IZol® OZ Z 1 
[Zal® OZ Z3 1] 
1.24. Montrer que pour toute valeur positive de K différente de 1, 


=(. 


Ca 
LI 


l'équation EE | = K est l'équation d’une circonférence. Trouver le centre 


et le rayon de cette circonférence. 
1.25. Trouver toutes les solutions des systèmes d'équations suivants : 


z-12| 5  . 

| HA 
2. 

z—4 z+1l+i 

= |=1. = . 


1.26. Montrer que quatre points deux à deux distincts z,, Z, Z, Z, Sont 
portés par la même circonférence (ou par la même droite) si, et seulement 


si, la grandeur + 4e E— est réelle. 


Indication. Utiliser le résultat du problème 1.23. 
1.27. Soit a un nombre complexe arbitraire satisfaisant à la condition 
Im a 0. Montrer que la grandeur | + est supérieure à l’unité dans le de- 


mi-plan inférieur, inférieure à l’unité dans le demi-plan supérieur et égale 
à l’unité sur l’axe réel. 

1.28. Soit a un nombre réel arbitraire. Montrer que, si le polynôme 
P(z)=2"+a;z"-1+...+a, possède n zéros réels, il en est de même du poly- 
nôme Q(z)= P(z +ia) + P(z- ia). 

Indication. Développer le polynôme P(z) en facteurs linéaires. 


* * * 


1.29. Trouver sur le segment joignant les points z, et z, un point qui le 
divise dans le rapport 1, : À,, où 2, et 2, sont deux nombres réels. 
1.30. Montrer que trois points deux à deux distincts ue Z,.Z3 SONt portés 


par la même droite si, et seulement si, la grandeur # À est réelle. 


1.31. Montrer que le point & est situé sur le seshent joignant les points 

z, et z, si, et seulement si, il existe un nombre «, 0 <a =1, tel que & =az, + 
4 (1 —x)2. 

1.32. Supposons les points z,, ..., z, du plan complexe occupés par des 
points matériels dont les masses sont respectivement égales à À,, ..., À. 
Montrer que le barycentre d’un tel système de points matériels se trouve au 
point 

dit ...+Aan 
S— À+...+A 


1.33. Soient z,, z,, z, trois points situés sur le cercle de centre z=û. 
Montrer que le triangle ayant pour sommets les points z,, z., z, est équila- 
téral si, et seulement si, z, +2: +2z,=0. 

1.34. Montrer que les points z,, z,, Z3, z, portés par une circonférence 
sont les sommets d’un rectangle si, et seulement si, z,+Z2=2+2z, (les 
points sont numérotés dans l’ordre de leur succession lors du parcours de 
la circonférence). 

1.35. Soient donnés trois sommets z,, z., z d’un parallélogramme (ces 
sommets sont numérotés dans l’ordre de leur succession lors du parcours 
de la frontière du parallélogramme). Trouver le quatrième sommet z,. 

1.36. Soient z,, z,, z trois sommets d’un parallélogramme (ces sommets 
sont numérotés dans l’ordre de leur succession lors du parcours de la fron- 
tière du parallélogramme). Montrer que le point & est un point intérieur 
à ce parallélogramme si, et seulement si, 1l existe un couple de nombres 
l1,  Satisfaisant aux conditions O<t,<1, 0<1,-<1 et tels que 


1.37. Montrer que le couple de nombres f, et £, cités au problème repéré 
1.36 est défini d’une manière unique par rapport à chaque point & intérieur 
au parallélogramme. 


* x X 


Les nombres complexes sont étroitement liés non seulement à la géo- 
métrie plane mais aussi à la géométrie sphérique. 

Imaginons le plan complexe sous la forme d’un plan horizontal disposé 
dans un espace à trois dimensions et construisons une sphère de diamètre 
unité reposant sur ce plan et lui étant tangente au point z=0 (fig. 3). Dési- 
gnons le point de tangence par O et le point diamétralement opposé de la 

sphère par N. 

Joignons maintenant le point NW de la sphère à un point z du plan comple- 
xe par une droite et notons M{(z) le point (autre que le point N), où cette 
droite perce la sphère. On voit aisément que la correspondance z—M{(z) 
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est une correspondance biunivoque entre les points du plan et les points 
de la sphère percée en N. 

Au lieu d'examiner la correspondance entre la sphère percée et le plan 
complexe, on peut examiner la correspondance entre la sphère toute entière 


Fig. 3 


et le plan complexe auquel on adjoint un point symbolique appelé point à 
l'infini et désigné par le symbole =. Par définition, on pose M(=)=N. Une 
telle correspondance est aussi biunivoque et est appelée projection stéréo- 
graphique. 

Le plan complexe complété par le point = est appelé plan complexe 
élargi (plan complexe fermé), tandis que la sphère sur laquelle il se projette 
est connue sous le nom de sphère de Riemann. 


1.38. Choisissons dans l’espace un système de coordonnées Ë, n, & de 
façon que les axes OË et On se confondent avec les axes Ox et Oy du plan 
complexe et que l’axe OÙ soit dirigé suivant le diamètre de la sphère de 
Riemann. Soient x= Re z et y=Im z, et soient (&, n, &) les coordonnées 
spatiales du point M(z). Démontrer les formules suivantes: 

x y 1? 
IFpE 1j+p7p =; EE 


et 


SO 
Firm Ep 
1.39. Soient (E£, », €) les coordonnées spatiales d’un point #(z). Trouver 
les coordonnées spatiales des points ci-dessous: 


1. M(-2) 2. MG. 3. MK). 


1.40. Donner l'interprétation géométrique des ensembles de la sphère 
de Riemann correspondant aux ensembles suivants du plan complexe: 


1. Rez=>0. 2. Imz<0. 3. Izl=1. 4. |zl<1. 


1.41. Montrer que deux points M(z,) et M(z,) de la sphère de Riemann 
différents des points © et N sont diamétralement opposés si, et seulement 
si, les points z, et z, sont liés par la relation z,Z, = -— 1. 
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1.42. Montrer qu’à une circonférence sur la sphere de Riemann on fait 
correspondre, dans le plan complexe, soit une circonférence, soit une droite, 
et que cette dernière est obtenue si, et seulement si, la circonférence sur la 
sphère de Riemann passe par le pôle supérieur N de celle-ci. 

1.43. Dire pour quelles valeurs du paramètre a, les circonférences ci- 
dessous du plan complexe correspondent aux grandes circonférences sur 
la sphère de Riemann: 


1. |z—-al=a (a-0). 2. 
3. |z—-il=a (a-0). 4. 1z-2ail=a (a=-0). 


1.44. La distance qui sépare les points M(z,) et M(z.) dans l’espace est 
appelée distance cordale entre les points z, et z, du plan complexe élargi et 
est désignée par le symbole X(z,, z.). Démontrer les formules suivantes: 


a 
:+5/=0 (a =0). 


1. K(z,, 2) = RE ent (Z# ©, 2% ©). 
] 
E KG Je 


1.45. Donner l'interprétation géométrique des ensembles des points 
z situés dans le plan complexe et satisfaisant aux inégalités suivantes: 


1. k(z, O)<R, O<R<I]. 2. k(z, -)<R, O<R<I. 


1 ] l 
.k > 1) —=. 4, —<k z, 1) <=—. 
Nous allons désigner par le symbole Z(M) le point du plan complexe 
élargi correspondant au point M de la sphère de Riemanr 


1.46. Notons M" le point de la sphère de Riemann obtenu par le dépla- 
cement du point 4 à la suite de la rotation de cette sphère en tant que solide 
de l’angle œ dans le sens inverse des aiguilles d’une montre autour d’un 
diamètre d’extrémité M(z.) (si l’on regarde de cette extrémité du diamètre). 
Exprimer le point z°'= Z(M”) par le point z=Z(M). 


* X x 


Soit g un nombre réel arbitraire. Nous allons désigner par le symbole 
e le nombre complexe cos y + i sin y. A l’aide de ce symbole, on peut mettre 
sous forme exponentielle n’importe quel nombre complexe z # 0: 


z={|zletaez, 


Dans beaucoup de cas, l’utilisation du symbole ef simplifie sensiblement 
les calculs. 

1.47. Montrer que le symbole e!*1 possède les propriétés suivantes d’une 
fonction exponentielle: 


1. e°=1. 2. ein. elrr = elfeites, 
ani : 
3. FLE 4. (eY =els, n=0, 1, 2, ... 


Indication. Voir le problème 1.05. 
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1.48. Démontrer les formules d’Euler: 
+ et? Fe t# 


2: oc 3; 


1.49. En utilisant la formule 4 du problème repéré 1.47, démontrer la 
formule de Moivre: 


l. cos p= 


{21 
cos np= 2 (—1}C2X cosr-%# sin y. 
k=0O 
1.50. Démontrer les formules suivantes: 


2n 
1. (1 +c0s a +isina}r=(2 cos els, 


(tisse) tien 
l—itga) 1-itgna” 


1.51. Soit 840 (mod 2x). Démontrer les formules suivantes : 


n+1 

2 è n0 

1. sin 0 +sin 20 +... +sin n0 — 3 *Sin =. 
ue 


l sin (n+>) 6 
2: 7 + cos 8 +cos 28 +... +cos n0=———, 


Indication. Trouver la somme des termes de la progression géométrique 
Ci-dessous: 


l1+e%+e9+...+eln, 
1.52. Soit 0 0 (mod x). Démontrer les formules suivantes : 
sin 279 
2sin 0 ” 


2. sin 0 —sin 30+...+(—1)7+1 sin (22—-1)0=(—-1Y+ 


1. cos 0 +cos 30 +... + cos (2n — 1)0 = 
1 Sin 2n0 
2 cos 0 ” 


1.53. Montrer que l’équation z°=1 possède exactement »# solutions 
distinctes 


z,=e Für, k=0,1,...,n—1, 


appelées racines #"!t de l’unité. 

1.54. La racine n'"° de l’unité est appelée racine primitive si tous ses 
indices du premier au (n—1)è"* sont différentes de l’unité (c’est-à-dire si 
elle n’est pas une racine de l’unité d’indice inférieur à n). Montrer que 
le nombre w, = e{" est la racine primitive n'#* de l’unité. 

1.55. Soit w la racine primitive n"° de l’unité. Montrer que toute 
racine mème de l’unité peut s’écrire sous la forme w*, où k représente l’un 
des nombres 0, 1,...,n—1. 
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1.56. Soit a un nombre complexe arbitraire différent de zéro. Montrer 
que toutes les solutions de l’équation z'=a sont données par la formule 
n Î 


z=Vlaler "at, k=0,1,...,n-1, 


où w est la racine primitive n'"* de l’unité (la valeur de arg a est choisie 
indépendamment du numéro k). 

1.57. Soient Re a=« et Ima=#f. Montrer que, pour B-0, toutes les . 
solutions de l'équation z?= a sont données par la formule 


z= :(| pe: Ep) » 


et, pour B<0, par la formule 


1.58. Trouver toutes les solutions des équations suivantes: 

1 zî=i 2. z2=3- di. 3. z23= — 1]. 

4. 2=64. 5. z7+1=0. 6. z$=1+i. 

7. Z=2, 8. 1Zl—-z=1+2i. 

1.59. Montrer que pour n’importe quel nombre complexe z, la formule 
ci-dessous reste valable: 


[Vz2=1+2l+|Vz2-1-2l=12-11+12+ 11. 
1.60. Soit € une racine ri" arbitraire de l’unité différente de l’unité. 
Démontrer les formules suivantes: 
1. 1+26+3e7+...+ne- = : 
n(1—e)+2n 
EE 


1.61. Montrer que tous les sommets d’un n#-gone régulier arbitraire 
contenu dans le plan complexe sont donnés par la formule 


Zz=au*+b, k=0,1,2,...,n-—1, 


où « est la racine primitive r#®* de l’unité, a et b étant deux nombres 
complexes. 

1.62. Montrer que les points z,, z, z, sont les sommets d’un triangle 
régulier si, et seulement si, ils satisfont aux relations suivantes: 


(43-212 -2)=(4-2), 
(1 — 22)(zs — 21) = (22 — 23). 

1.63. Soit P,(z2)=a7"+a,z-1+...+a,, où a, sont des nombres com- 
plexes arbitraires. Montrer que la moyenne arithmétique des valeurs du 
polynôme P,(z) aux sommets d’un m-gone régulier arbitraire (avec m>n) 
est égale à la valeur du polynôme P,(z) au centre de ce m-gone. 

Indication. Voir les problèmes 1.59 et 1.61. 


2. 1+4e+9e2+...-+me-l= 
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1.64. Soit w la racine primitive sème de l’unité. Démontrer la formule 
Ci-dessous: 
(z-æXz-0)...(z-w"-1)=1+2z+...+271 
1.65. Démontrer la formule ci-dessous: 


À 2x . n—] 
sin © sin — CRETE 


7. 
Indication. Utiliser la formule du problème 1.64 avec z=1. 


* X x 


1.66. Montrer que pour toutes valeurs complexes de z et £, les inégalités 
suivantes sont valables: 
[1zZ1—181]=1z+01<121 + 101. 


1.67. Montrer que: 

1. Pour des valeurs de z et £ non nulles, l’égalité |z+01=)z1+ WI est 
valable si, et seulement si, arg z= arg & (mod 2x). 

2. Pour des valeurs de z et ? non nulles, l'égalité 1z+81=|1z1 - K1| est 
valable si, et seulement si, arg z=arg & +x (mod 2x). | 

1.68. Montrer que pour toutes valeurs complexes de z et & les égalités 
suivantes sont valables: 


1. IZ+0/2+1z-012=21212+ 201%. 
2. I +1/2+12-0/2=(1+ 121901 + 1819. 
3. [2 -112-1z-012=(Iz1È—-1X(1812— 1). 


Indication. Utiliser l’identité 4-4 = |4[?. 
1.69. Montrer que la grandeur 


AlÂ|?+ Blu + Blu+ Clul? 


n’est pas négative pour toutes valeurs complexes de À et y si, et seulement 
si, les conditions suivantes sont satisfaites : 


Az0, C=zx0, |B|?<AC. 
1.70. Montrer que pour toutes valeurs complexes des grandeurs 
252 sec 2s (Ci Co sos Cs 
l'inégalité ci-dessous est valable : 


n 2 n n 
| Sante 3 Ia > (Gr 
km] km] Kk=] 
(inégalité de Cauchy-Bouniakovsky-Schwarz ). 
Indication. Utiliser le fait que la grandeur 2 1Âzs + ut1? n’est pas négative 


pour toutes valeurs complexes de 1 et u (voir le problème 1.69). 
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1.71. Montrer que pour toutes valeurs complexes de z,, z,, ...,z,, 
l'inégalité suivante est valable: 

n n 

2 %|= | n 2, 1Zl*. 

kml kml 


Une fonction ®(s) définie sur le segment [a, b] est appelée convexe vers 
le bas si, pour n’importe quel couple de points s, et s, de ce segment, l’iné- 
galité ci-dessous est valable : 


D (EE) «7 (005) +065). 


1.72. Soit ®(s) une fonction définie convexe vers le bas et non décroissante 
pour sz0. Montrer que pour toutes valeurs complexes de z,, ..., z,, 
l'inégalité suivante est valable: 


o[l a ÉRCED 


1.73. Soit O<s"<s. Montrer que pour toutes valeurs complexes de 
Z1s Z25 «+, Zn l'inégalité suivante est valable: 


1 ” Vs 1 * Us’ 
É À al) su > a") 
kml km] 
1.74. Soit s -0. Montrer que pour toutes valeurs complexes non nulles 
de Z,, 22, -.., Zn, l'inégalité suivante est valable: 


n 1 Ls 
V1Z1l1Zol + + -1Znl + 2 ar} | 
: kml 
1.75. Soient z,, z., ..., z, des nombres complexes arbitraires. Montrer 
que: 


n P n 
1. (£ E) enr Z'Izlr, pzl. 
kml k=]l 


n P n 
2. (& ri) <= > IZklP, O<p=li. 
k=]1l kml 


1.76. Soient p=1, qg=1 et 2+e= 1. Montrer que pour toutes valeurs 


complexes de z,,...,z,et&,, ..., 0, l'inégalité suivante est valable: 
1 1 


{ém)(&u) 


km] 


ñn 


2 Zik 


k=]l 


(inégalité de Hôlder). 


RÉPONSES 

1.04. 

1. Rez=1/2, Imz=1/2 2. Rez=0, Imz=1. 
3. Rez=-1, Imz=0. 4. Rez=-2, Imz=3/2. 
S. Rez=2, Imz=0. 


1.06. 


1. Iz1=1, arg z=—+ 2h, kmO, +1, +2 

2. Izl=3, argz=(2k+1}x, k=O, +1, +2, 

3. Iz1= V2, argze - +24, k=O, +1, +2, .….. 
2% 

4. |z]=1, argz=-+2kr, k=0, +1, +2, .... 

5. |z1=1, argz= - +24, k=O, +1, +2 ..…. 
6:7 

6. Ir1=1, argze +24, k=O0, +1, +2 ..…. 


4 
7. Iz1=125, argz= - 2 +3 arctg—+2kr, SO EE 22 


1 
8. ke arg z= 2k1, Kk=0, +1, +2. .... 
pr 4 PL 4 
9. z1= VZcos —, argz=+2kn, k=0, +1, +2, ..….. 
1.09. 


1. Tous les coefficients sont réels. 
2. Tous les coefficients sont purement imaginaires. 


1.10. 
l41= 1. 
1.13. 


1. Le demi-plan situé à droite de l’axe imaginaire privé des points de cet axe. 

2. Le demi-plan disposé au-dessous de la droite horizontale passant par le point 
z=i(y compris les points de cette droite). 
_ 3. _ bande contenant les points dont la distance à l’axe imaginaire est inférieure 
à l'unité. 

4. Le rectangle ayant pour sommets les points —i, 1-5, 1+i, à privé de ses côtés. 

S. Le disque de rayon 1 centré sur z=0 (la circonférence y comprise). 

6. Le plan entier privé d'un disque de rayon 1 centré sur z= i y COmpris sa circon- 
fcrence. 

7. Le disque de rayon 2 et de centre z= — i privé de son centre et de sa circonférence. 

8. La couronne comprise entre deux circonférences de rayons 1 et 3, ayant pour 
centre commun le point z= 1, privée de ces deux circonférences. 

9. L’angle d'ouverture x/4 et de sommet z= 0 situé au-dessus de l’axe réel (qui 
forme l’un de ses côtés) privé de ses côtés. 

10. L'’angle d'ouverture z/2 et de sommet == 0 dont la bissectrice se confond avec 
le derni-axe réel négatif, privé de ses côtés. 


1.14. 


1. Rez>0. 2. Rez>0, Imz>0. 3. Im:z>2. 
4. |Rezl<1. OS. |z:]<1, Rez<0O. 


1.15. 
J. La distance de l’origine des coordonnées au point z. 


2. La distance de l’axe imaginaire au point z. 
3. La distance de l’axe réel au point z. 
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1.16. 
1. La ag rpm par le milieu du segment, joignant le point z, au point z,, est 


ce segment. 
2. La parabole dont la directrice est représentée par l'axe imaginaire, tandis que le 
foyer se trouve au point z=1. 
: L'ellipse ayant pour foyers les points z, et z, et dont le grand demi-axe est égal à a. 
4. L’hyperbole ayant pour foyer les points z, et z, et dont le demi-axe réel est égal à a. 


1.19. l 


Non, car la vérification de cette condition peut dépendre de La numération des som- 
mets du triangle. 


1.20. 


1. La circonférence construite sur le segment [0, a] pris comme diamètre. 
2. La circonférence de rayon 1 centrée sur z=0. 

3. L'axe réel. 

4. La circonférence de rayon a centrée sur z=0. 


1.21. Fe 

1. L'intérieur de l'ellipse +1. 

2. L'extérieur du disque (x-1}+7=1. 

3. La partie du plan située à droite de la branche gauche de l’hyperbole 


» 
X—— =]. 
3 


4. Le demi-plan situé à gauche de l’axe imaginaire. 
5. La moitié de droite du disque de rayon 1 centré sur z=0. 


1+i 
6. Le demi-plan contenant le point z=0 et borné par la tangente au point z2= — 
du cercle de rayon 1 et de centre zéro. Y2 

7. L’angle d'ouverture x/4 et de sommet z- — / dont les côtés passent par les points 
z=letz=0. 

8. La partie du plan se trouvant du même côté que le point z= 1 par rapport à la 
parabole y*= 1—2x et bornée par cette le. 

9. Quatre angies d'ouverture x/4 et de sommet z=0 dont les bissectrices sont re- 


présentées par les demi-droites argz= - + k=O, 1, 2, 3. 
Dans tous les cas, les points des lignes frontières sont exclus. 


1.22. 
B 1BF-AC 
Le centre du cercle se trouve au point 7 500 rayon étant égal à Fa. 
1.24. . | 
—_ Za — 
Le centre du cercle se trouve au point # TA, son rayon étant égal à EE. 


1.25. 
1. Z:=6+17i, 2z,=6+ Bi. 
2. z= 1-1, Z=-l+i 
1.29. 
Ai + As 
Ath 


1.35. 

Ze Z1FZ3— 2e. 

1.39. 

1. (8, -7, 0). 2. (6, —7, 0). 3. (@, —7, 1-0). 
1.40. 


1. La demi-sphère se trouvant dans le demi-espace & > 0. 
2. La demi-sphère se trouvant dans le derni-espace 7 <0. 
3. La demi-sphère supérieure. 
4. La demi-sphère inférieure. 


1.43. : 
lame, 24=—, 3.a=)2. 
73 y2 


4. Pour aucune valeur. 
1.45. 


1. Le disque de rayon centré sur z=0. 


V1-R!? 
1 
2. L'extérieur du disque de rayon V1-R3 centré sur z=0, 


3. Le demi-plan situé au-dessus de l'axe réel. 
4. Le demi-plan situé à droite de l'axe imaginaire privé d’un disque de rayon V5 
centré sur z 2. 


1.46. 
…. 2(+12%/%e7)+ (67 —1) 
Ze -1)+(eP+ |21) 
1.58. 
1+5 | 
1. Zi ee ’ z ER 2. Z=2-—i, Ze.” —2+i. 
2 y2 
1 V3 1 V3 
3. Z1= — À, 25415 A°35713: 
3 .\& 
4. a=2(5%) _k=0, 1, 2, 3, 4,5. 
3k+1, 
5. zxme 7?  , k=0, 1,2, 3, 4,5, 6. 
16 rl k+—) 
6. zx=Y2et" 97, k=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 
7. Z,=0, Zi, z;= 1, Za=é, Zy= —i 
8 


rss or 
‘2 


$ 2. Suites et séries de nombres complexes 


Une suite de nombres complexes {z,} est dite convergente vers une limite 
A#%% (on dit encore qu’elle admet pour limite À) si, pour tout e>0, il 
existe un numéro N tel que, pour tous les n>N, l'inégalité |z, — 4] <e soit 
valable. 
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Une suite de nombres complexes {z,} est dite convergente vers une limite 
égale à l'infini si, pour tout nombre positif M, il existe un numéro N tel 
que, pour tous les 7 >N, l'inégalité |z,| - M soit valable. 

La convergence de la suite {z,} vers une limite finie ou infinie À est notée 
à l’aide de l’une des deux formules suivantes: 


Zn — À (n—) ; 


lim z,= A. 

2.01. Désignons par le symbole k(z, &) la distance cordale de z à £'dans 
le plan complexe. Montrer que la suite {z,} admet une limite finie ou infinie 
A Si, et seulement si, pour tout & = 0, il existe un numéro N tel que, pour tous 
les n>N, l'inégalité k(z,, 4) <e soit valable. 

2.02. Soient x,= Re z, et y,=Im z,. Montrer que la suite {z,} admet 
une limite finie À si, et seulement si, les deux suites {x,} et {y.} convergent 
respectivement vers Re À et Im A. 

2.03. Montrer que, pour l1 convergence de la suite {z,} vers l’infini, il 
faut et il suffit que la suite de nombres réels {|z,1} converge vers + =. 


2.04. Montrer que lim z, = > si, et seulement si, lim 2-0 


2.05. Soient lim z,- 4 # + et limé,-B>x<>. Montrer que 


fn nn 


1. lim(z,+b,)=4+8. 2. limz£,= AB. 


fn fn. 


2.06. Soient lim z,= 4 x = et limé,=B#0. Montrer que 


n—e— n…+s 


or - A 
lim =. 
sh 6n B : 

2.07. Montrer que de chaque suite {z,} on peut tirer une sous-suite con- 
vergente {z,,}, mais il se peut que la limite de cette dernière soit égale à 
l'infini. 

2.08. Montrer que, si |z,| <= M ++, pour n>n,, de la suite {z,} on peut 
tirer une sous-suite {z,,} qui converge vers une limite finie. 


X * * 


2.09. Dire pour quelles valeurs du paramètre complexe a les suites ci- 
dessous convergent: 


1. {a}. 2.2). 3. {nr 
a. 2). 5. {1+a+...+a"}. 


6 (2454 A 
AVE 3 sp 3 
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2.10. Montrer la convergence des suites ci-dessous ét trouver leurs li- 
mites: 


an an 
1. Le}, lal < 1. 2. LS ja) = 1. 


a &à an 
3. ÉTENRE RE la] = 1. 


4. Lasers... +em), O<p-27. 
1 
S. 1—(1-elr = — ]Moeinv H-<D<T. 
A elr + e°i +(- 1e } H<p<T 
2.11. Soit lim z, = 4 x =. Montrer que 


Le Ennate) 


Zitzt...+2n 
n 


lim = À. 
2.12. Soient lim z,= 4 x + et limb,=B#>. Montrer que 


fn nn 


lim ESat Ebnoat +2 4p 


An 
2.13. Soient À,, À,, ... des nombres positifs et soit 
lim (A +2+...+4,)= +. 


Nn— 


Montrer que l'égalité lim z, = 4 # > entraine l'égalité 
. Az est... + Ann 
re re is 


2.14. Montrer la convergence des suites suivantes et trouver leurs li- 
mites: 


I à 
1. Ehutitnr+(m-De+... +7), lz1<1. z# |. 


2. (241 (n-1)72+(2n-3)- + (- 127}, 


2n+ 1 
Izl=1, zx +5. 


n — 


A), Izl<1, 2x1. 


{5 


k=0 


2.15. Soit g un nombre réel. Montrer que 


lim ( | = Cos g +isin g. 


fn 


Indication. Montrer l'existence des limites des suites de modules et 
d'arguments (à un multiple entier de 2x près) et calculer ces limites. 
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2.16. Soient Re z=x et Im z=y. Montrer que 


lim É ++) = (cos y + i sin y). 


Le num 


x x x 


La série infinie Z’z, est appelée convergente si la suite {3 a admet 
1 ke 


une limite finie. Cette limite s’appelle la somme de la série. 
La série infinie Z”’z, est appelée absolument convergente si la série Z|z,1 
1 1 
converge elle aussi. 


2.17. Montrer qu’une série absolument convergente converge. 

2.18. Soient x, = Re z, et y, =Im z,. Montrer que, pour la convergence 
absolue de la série Z’z,, il faut et il suffit que les deux séries Z’x, et 2’y, con- 
vergent absolument. 

2.19. Montrer que la série Z’z, est absolument convergente si l’une des 
conditions ci-dessous est satisfaite: 


1. 12:11 < Mon >n), où M<æ, 0O<o<l1. 


2. lim 2 =p<l. 
3. [Zzal <Mn-"n>n), où a>1. M<. 
4. lim filé Zn#1 ]=<>1: 
5. 1zal< M ne (> 70), où x-1, M=<e. 


2.20. Montrer que les séries suivantes convergent absolument: 


1. Der, Iz1<l, -o<ace. 
næm]l 


2. 2e z", |zl<e. 


 Qr-1 7 1 
32 "pie l<3 


a. Z rt 2202 3 4... 


5. Sen, Rez<-1. 


næl n! 


6. > AE , IZI<1, O<a<l. 


n=]l 


< n! 

7. Z'er5cro cr 2“ 2 4, -6, 
< 2nn! | 

8 ZErner 0. Gran" R°277- 


2.21. Soient x= Re z et y=Im z. Montrer que 
So LS 
2 7 = (cos y +i sin }). 


Indication. Voir le problème 2.16. 


Lors de l'étude de la convergence des séries non absolument convergentes 
(de même que dans beaucoup d’autres cas), il est très commode d’utiliser 
la transformation d’ Abel qui, pour les sommes, signifie à peu près la même 
chose que l'intégration par parties pour les intégrales. 


2.22. Soient a, et b,, n=1, 2, ..., des nombres complexes arbitraires. 
Notons 


S,= Sa, Abx=brs1-br, So=0. 
kml 


Montrer que pour tous nombres naturels n et p, l'égalité ci-dessous a lieu: 
n+p n 


+p-1 
2 'ax= = 2 Se Ab + Sa+pDn+p — Sn-10n 
(la transformation d’ Abel). 

2.23. Montrer que, si les séries Z’z, et Z’lbx+1 -0xl convergent, la série 
Z'zbx converge elle aussi. 

2.24. Soit {1,} une suite de nombres positifs jouissant des propriétés 
A=Az=Azx... et limA,=0, et soit z, une suite de nombres complexes 


telle que | 2 z\<M< pour tout 7. Montrer que la série Sen converge. 
1 


2.25. Trouver toutes les valeurs du paramètre réel x pour lesquelles les 
séries suivantes convergent: 


1. Sn-cen. 2. S'n-vetn, 


nl nel 
3. Z(+ 1)-“{e"tr — 1). 


5. x nQn +1) 


næl n 


6. > 27E(1 +iÿ (in ctg a] 
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2.26. Soit {u,} une suite de DonDreS positifs tendant monotonement vers 


l'infini. Montrer que la série s ° = converge pour toute valeur réelle 
nl 


de 0 différente des multiples entiers de 2x. 


exuiV2 
EG+ D Montrer que toutes les séries Zæ,k =, 
25,3; , Convergent, mais qu'aucune d'elles ne converge absolument. 

2. 28. Soit {a,} une suite de nombres complexes satisfaisant à la condition 


2.27. Posons z, = 


En Via. <], et soit S,= = © a. Montrer que, pour |z|<l, les séries 


Li 
Sa," et IS 2 convergent et que leurs sommes sont liées par la relation 
(1) 0 


2: AnZ”. 


TZ "0. 


Z Se = 


2.29. Soit |al < 1. Montrer que les nombres z,=1+a+...+a" satisfont 
aux conditions Re (z,(1 — a)) 0. 
2.30. Soit {,} une suite non croissante de nombres positifs. Montrer 


que la série SA converge dans le disque |z| < 1 et que sa somme dans ce 
0 


disque est différente de zéro. 


X * x 


Soit {z,} une suite de nombres complexes différents de zéro. Si la suite. 
{z;2-.... z,} admet une limite différente de zéro et d’infini, cette limite est 


appelée produit infini des nombres z,, z,, z, ... et se note Il Zn: 
1 
2.31. Montrer que, si le produit infini //z, converge, z, -1 pour n—=. 
1 


2.32. Montrer que, si le produit infini Il Z, converge, la série Sin PA 
converge elle aussi. j | 

2.33. Montrer que, pour la convergence du produit infini Il Zn, 1] faut 
et il suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites : | 

a) La série y In |z,| converge. 

b) Les vaieue de arg z, peuvent être choisies (en ajoutant des multiples 


entiers de 2x) de façon que la série 2 arg z, COnverge. 


2.34. Montrer que, si la série S11- ZAl converge, le produit infini ITz 
nel 
converge lui aussi. 
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2.35. Montrer que, si les séries Zi -2z,) et 211 -7z,l* convergent, le 
1 1 


produit infini /7z, converge lui aussi. 
1 


2.36. Montrer que, si les séries 
2 — Zn) se) 24 SZ) 211 — Zal" 


convergent, le produit infini //z, converge lui aussi. 
1 


Le produit infini Il (1 + c) est appslé absolument convergent si le produit 
1 


infini IT (1+1c,1) converge. 
1 


2.37. Montrer que le produit infini Il (1+c,) converge absolument si, 
1 


et seulement si, la série Z”’c, est absolument convergente. 
1 


2.38. Montrer la convergence absolue des produits infinis suivants: 
1. JG+z), Iz1<1. 
nl 


2. J(+m2), Izl<l, -e<a<e. 


nel 


3. I (1+%), zk+in, n=1,2, 


4. (1-2) tn 241, 2, .... 
n 


nel 
S. ñ (+), z#+tin, z#+iYn?+1l, n=1, 2, ..… 
n=l 
= din en 
Nn=i 2 


2.39. Montrer la convergence des produits infinis survants: 
1. JT (+ à Ce}, Imz=—0. 


nl 


) Re z-0. 


1 + 


ï (+ 
3. IT (1+£ es O<p<2x, a >0. 
fr | ren). 


29 


RÉPONSES 

2.09. 

1. Pour |{a|<1, pour lal>1 et pour |a|= 1. 2. Pour toutes les valeurs de a. 3. Pour 
toutes les valeurs de a. 4. Pour |a|<1, pour |ai 1 et pour lai =1. 5. Pour |a|<1, pour 
lal>1 et pour |a|= 1. 6. Pour toutes les valeurs de a. 


2.10. 
1.0. 2.0. 3. +. 4.0. 5.0. 
2.14. 
1 1 1 
1. —. 2. ——. 3. —. 
1-7 1+2 1-2 
2.25. 


1. Pour ae 2. Pour «> 1. 3. Pour æ>0. 4. Pour a< 0. 5. Pour tout &. 6. Pouræ< 0. 


$S 3. Fonctions, courbes, intégration 


1°. Fonctions d’une variable réelle et à valeurs complexes. 

Si à chaque valeur de f dans l'intervalle a<t<b on associe un nombre 
complexe z{t)=x{(t)+iy(f), où x(r)= Re z(f) et y(r)=Im z(t), nous dirons 
que la jonction à valeurs complexes z(t) de la variable réelle s est donnée sur 
l'intervalle (a, b). 

Pour les fonctions d’une variable réelle et à valeurs complexes, les no- 
tions de limite, continuité, dérivée, intégrale, etc. sont définies d’une façon 
toute naturelle. On suppose donc que: 

lim z{(f) nr xt) +i Lim a }(0): 


{lo 


z'(e)= kO+ÿ @ù 
d 
[20 &- j x(1) ai y(r) dt. 
3.01. Se convaincre de la né eatabilte des fonctions ci-dessous et 
trouver leurs dérivées: 
1. (1+ü}, —e<t<. 
he 
" 4+i? | 
(1+iVr)9, 1>0. 4. ef, -<t<e. 
5. (1—it}e-", — o<t< 0. 


t+iVl-1?, —-1<t1<]. 


3.02. Calculer les intégrales suivantes: 
1 


— o<f<o, 


À 


1. [G+int dr. 
0 
1 


2. Î(a+@- a)" dr, n=0, 1, .... 
0 
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. 


. 
1+i 
0 
1 
4. [dr 
0 
> [eu dt. 
0 


6. feu dt, nil 42 


3.03. Soient z,(f) et z.(r) deux fonctions différentiables. Démontrer les 
formules suivantes: 


1. À [00 + 20] = 210) + 240). 

2. LL (ZO) = 2:1()250) + ADD. 

3. ÉLAUN =), n=0, +1, +2, .….. 

3.04. Soient z.(f) et z.(r) deux fonctions différentiables et soit en outre 


z,(t) “0. Montrer que 
£ Z1() __Za{f )z(r )—z;(t )z( ) 


dt z{r) E:()° 
3.05. Soit p(f) une fonction réelle différentiable au point #, et soit z(f) 
une fonction à valeurs complexes différentiable au point p(4). Montrer que 
la fonction z,(f)=z{p(t)) est différentiable au point #, et que 
280) = 2'(P())r (). 


3.06. Soit z(f) une fonction différentiable et différente de zéro. Démontrer 
les ra ci-dessous: 


_ 10} 
ze) 
2: Largz(1)= =Im—- © 


3. 2 At) _, zf) z'(?) 


RE OM E: 0) 0 È 


3.07. Soit g(t) une fonction réelle monotone et continûment différentiable 
sur le segment {[a, b], et soit z(t) une fonction à valeurs complexes et continue 
sur le segment [p(a), PO) Montrer que 

g(0) 
Faro G)dt= [zt) dr 


g(a) 
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3.08. Soit z(t) une fonction à valeurs complexes continue sur le segment 
a=t=b. Montrer les inégalités suivantes: 


Ô 
Î20) dt 


a 
Ô 


[200 dr = 0) max 14) 


d 
1: = [ 120) dt. 


[RS 


Pré 


[40 at} fre z(t) ar : 


Fe 


d Ô 
[20 a|=| [1m 44]. 


” 


[40 al-|fre [elzz(s)] dt}, — << +. 


3.09. Soient z{t) et &(t) deux fonctions à valeurs complexes continues 
sur le segment a<t-<b. Montrer que: 
1. L’inégalité de Cauchy-Bouniakovsky-Schwarz est valable: 


d d bd 
focal 2 f'ixcoi de. figcoe a. 


2. Pourp=-1,gq=1, TH 1, l'inégalité de Hôlder est valable: 


d d Ô 
Foxwal<{frova)"{frora)". 


3. Pour p —1, l’inégalité de Minkowski est valable: 
p 


d d b 
{| 1z(e) +8(r)17 a” _ Ï [z(#)1P à)” + [ l8()1P dt} 


4. Pour O<p=<l1, une autre inégalité de Minkowski est valable: 
o b b 
[ic +ec8 dr = [121 dr + [iecote dr. 


Indication. Voir les problèmes 1.70, 1.75 et 1.76. 


* X x 
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Il arrive souvent d’examiner des intégrales impropres de fonctions d’une 
variable réelle et à valeurs complexes. Pour résoudre la question de leur 
convergence, les critères suivants sont utiles (voir les problèmes 3.10 à 3.13). 


3.10. Soit z(r) une fonction à valeurs complexes continue sur le segment 


[0, 1] et soit z(0) “0. Montrer que l'intégrale impropre Jo dt converge 


pour æ< 1 et diverge pour az I. 
3.11. Soit z(t) une fonction à valeurs complexes continue pour t= 1 et 
supposons qu'il existe une limite différente de zéro de cette fonction pour 


t- ++, Montrer que l’intégrale impropre [F0 dt converge pour a=>1 
et diverge pour «=. : 

3.12. Soit z(t) une fonction à valeurs complexes continue pour #=1 et 
soient Re z(t) et Im z(f) deux fonctions non négatives et monotones pour 


t=]1. Montrer que l’intégrale impropre [0 dt et la série Z'ar) convergent 


ou divergent simultanément. : 

3.13. Soit y(r) une fonction réelle continûment différentiable pour 11 
et tendant monotonement vers zéro pour {+ +, et soit z(t) une fonction 
à valeurs complexes continue pour ft = 1 et possédant la propriété exprimée 
par la relation ci-dessous: 


{ 


[200 d|<M<. tz]. 
1 


Montrer que l'intégrale impropre [207 (t) dt converge. ù 
1 
3.14. Dire pour quelles valeurs réelles du paramètre « les intégrales 
impropres ci-dessous convergent: 


1. Lane 2. JEE t-° dt. 


3. _ 1e(1— 1) dt. 


= 1 
; € 
4. (5 e-tdt. S. J elt-"(ln r}° dt. 
[4] 


6. [er sa . d: [F dt. 
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8. ” t-cdt. 9. Es dt. 
1 


10. LE (in x 4 
e Montrer que, pour les valeurs réelles des constantes « et B, l’intégra- 


le impropre fe 1° dt converge si, et seulement si, ces constantes sont liées 


1 
par la relation «min (1, 1 — f). 


*X X x 


Ayant examiné la fonction z(t)=e* sur le segment [0, 2x], il est aisé 
de se convaincre que, pour les fonctions à valeurs complexes, le théorème 
de Rolle n’est plus valable. Dans les problèmes, qui suivent, on propose au 
lecteur de démontrer des théorèmes qui remplacent, dans une certaine 
mesure, les théorèmes de Rolle et de Lagrange. En rapport avec ceci, nous 
devrons définir certaines notions. 

Un ensemble plan E est appelé convexe si, pour tout couple de points 
qu’il contient, il contient tout entier le segment de droite qui joint ces points. 

On voit facilement que la partie commune d’un nombre quelconque 
d’ensembles convexes est aussi un ensemble convexe. 

La partie commune de tous les ensembles convexes contenant l’ensemble 
E est appelée enveloppe convexe h(E) de l’ensemble plan arbitraire E. 


3.16. Soit /{r) une fonction à valeurs complexes continue sur le segment 
[e, b] et différentiable en chaque point intérieur à ce segment. Montrer que 
le nombre 

1 f@)- fa) (b) —f{a) 
7 b-a 
appartient à l’enveloppe convexe de l’ensemble des valeurs que prend la 
fonction f”(t) dans l’intervalle (a, b). 

Indication. Appliquer le théorème des accroissements finis de Lagrange 

à la fonction 
FÆ(t)= Re{e-#f{t)}, 0=0 <2x. 

3.17. Soit /(r) une fonction qui satisfait aux mêmes conditions que celles 
du problème 3.16 et soit g(f) une fonction réelle continue sur le segment 
[a, b] admettant une dérivée non nulle en chaque point intérieur à ce seg- 
ment. Montrer que le nombre 

1 = 10) -SQ) 
&b) — g(a) 
appartient à l'enveloppe convexe de l'ensemble des valeurs que prend la 


fonction ® 1) dans l'intervalle (a, b). 
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3.18. Ayant examiné les fonctions /{(r)=1# et g(r)=e" sur le segment 
[0, x], se convaincre que la condition du problème 3.17, impliquant que 
la fonction g(t) soit réelle, est essentielle. 

3.19. Soient /{r) et g(1) deux fonctions à valeurs complexes continues 
sur le segment [a, b] et différentiables en chaque point intérieur à ce segment. 
Montrer que l’on peut choisir trois points T,, 7,, Tt; de l'intervalle (a, b) et 
trois nombres non négatifs À,, 1,, 2, tels que 1,+2,+1,=1, de façon que 
l'égalité ci-dessous soit vérifiée: 


SE) — f(a) 
s@)-EG) , À Ag (= 2 LAS 
Indication. Appliquer le résultat du problème 3.16 à la fonction 
nan fn 10") 
F(1) = f(1) (a) gb) - g(a) [g(r) — — g(a)]. 


Etant donné que les théorèmes de Rolle et de Lagrange ne sont plus 
valables, la généralisation de la règle de L’Hospital (servant à lever les in- 
déterminations) aux fonctions à valeurs complexes n’est nullement évidente. 
Une telle généralisation devient possible en remplaçant le théorème de 
Lagrange de la façon exposée ci-dessus. 

3.20. Soient /{(r) et g(t) deux fonctions continues à valeurs complexes 
satisfaisant aux conditions suivantes: 


a) g(t)#0 pour a=t<b; 
b) lim f(t)= lim g(r)=0, =; 
1—b—0 {—-b—0 
c) les fonctions f(r) et g(r) sont différentiables pour a=<t<b; 


J'() ’ 
4) En Lich 


e) [arg g "(0 2a<, a<t<b. Montrer que lim fœ) Ve 


10) 
3.21. Ayant examiné les fonctions 


g=1-1, f)=iA-ren-7t 


dans l'intervalle [0, 1], s’assurer que la condition d) du problème 3.20 est 
essentielle. 
3.22. Notons 7(t) la fonction inverse de la fonction 


t(t) = Ï | 1 + É (sin e)| dx 
0 
Ayant examiné les fonctions 
f(@)=mr+r(t)+isine"®, g(r)=f(t)-Inr, 1=1, 
se convaincre que la condition e) du problème 3.20 est essentielle. 


X x x 
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2°. Courbe. 

Soit donnée une fonction à valeurs complexes z(t) continue sur le segment 
[a, b]. Lorsque le point # parcourt le segment [a, b], le point z(f) parcourt 
un certain ensemble dans le plan complexe. Cet ensemble muni de l’ordre 
dans lequel sont parcourus ses points est appelé courbe continue, tandis que 
l'équation z=7(t) est l'équation paramétrique de cette courbe. 

Deux équations paramétriques 

z=Z(t), a=<t=<b, et z=2}(t), a; zt=<b,, 

définissent la même courbe continue si, et seulement si, 1l existe une fonction 
réelle (rt) continue et monotonement croissante sur le segment [a, b], telle 


que 
p(a)=a,, pb)=b,; z(t)=z{(p{)), a=<1=<b. 

Si la courbe a au moins une équation paramétrique z=z(f), a<=t<b, 
telle que la fonction z(f) prenne des valeurs distinctes pour différentes 
valeurs de ft, a=t <b, elle est appelée courbe simple. (On voit aisément que 
toutes les équations paramétriques d’une courbe simple jouissent de ces 
propriétés.) 

La courbe est appelée fermée si son origine coïncide avec son extrémité, 
c’est-à-dire si pour son équation paramétrique 

z=2(t), a=<t=<b, (1) 


z(a) = z(b). Il est facile de voir que toutes les équations paramétriques d’une 
courbe fermée jouissent de cette propriété. Pour les courbes fermées, il est 
plus commode de considérer la fonction z(t), déterminant l'équation para- 
métrique, comme une fonction définie non pas sur le segment [a, b], mais 
sur l’axe réel tout entier, et périodique de période b — a. 

Une courbe fermée est appelée simple si elle a au moins une équation 
paramétrique (1) telle que la fonction z(t) prenne des valeurs distinctes pour 
différentes valeurs de 1, a=<t<b. 


3.23. Dire quelles courbes sont définies par les équations paramétriques 
‘ suivantes (indiquer l’ensemble des points du plan et l’ordre dans Be LS ils 
sont parcourus): 

1. z=a+(b-at, O<t<l. 2. z=Rel, O<t<r; (R=-0). 


3. z=t+it2, Ost<e. 4. z=t+—, 1l<t<e, 


5. z=aet+e"t, Oste2m, (a>l). 6.z=1+e"#, O<t=2x. 


el,  O<t=<], 
Tasé-l, Oxten. Bz= (0 12123 


9. z=icost, O<t<2r. 10. z=1+icos" tr, 0-1<27. 


3.24. Soit une courbe C donnée par l'équation paramétrique z=2z(1r), 
O<t<]. Décrire les courbes données par l'équation paramétrique z = z,(t), 
0O<1-<],où 


1. z.(t)=2(1 — +). 
à FOR 15 nu a(D=z(sint!). 
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Si une courbe C a au moins une équation paramétrique z=z(t), a =t <b, 
dont la fonction z(r) admet sur le segment [a, b] une dérivée continue et 
différente de zéro, elle est appelée courbe lisse. Une courbe fermée C est 
appelée courbe lisse fermée si, en outre, la condition z'(a) = z’(b) est remplie 
(c'est-à-dire si la fonction z(1) en tant que fonction périodique de période 
b—a est continüment différentiable pour tous les ft). 

Une courbe continue C est appelée courbe lisse par morceaux si elle 
peut être décomposée en un nombre fini de tronçons, chacun d’eux étant 
une courbe lisse. 


3.25. Soit une courbe C donnée par l’équation paramétrique z=Z7(t), 
a=1-=b, et supposons que la fonction z(f) admette au point f, une dérivée 
z'(t) différente de zéro. Montrer que la courbe C admet une tangente au 
point z(f,) et que le vecteur associé dans le plan complexe au nombre 
complexe z'(f) est orienté suivant cette tangente. 

3.26. Soit une courbe C donnée par l’équation paramétrique z=z(t), 
a=t=<b, où z(t) est une fonction admettant deux dérivées continues sur le 
segment [a, b]. Notons : (1) le nombre complexe représentant le vecteur 
unité de la tangente au point z(r) à la courbe C (ce vecteur est orienté dans 
le même sens que la courbe au point considéré) ; v(r) le nombre complexe 
représentant le vecteur unité de la normale au point z(r) à la courbe C (ce 
vecteur est orienté à droite par rapport à la courbe) ; op(r) la courbure de la 
courbe C au point z(f). Démontrer les formules dé 


: z@) _- 20 z"(t) 
= pan. 2O=-iG. 3 = FO M4) |: 


Soit C une courbe continue quelconque. Choisissons sur la courbe C 
un nombre arbitraire de points z,, z, ..., z,, numérotons-les dans leur 
Die de succession le long de la courbe et notons A(C; z,, -.., z:)= 


: Ziani — z;|. Si la borne supérieure À(C) de la grandeur À(C; z;,, ..., zh) 


est “finie pour tous les ensembles de points z, possibles, la courbe C est 
appelée rectifiable, cette borne supérieure étant sa /ongueur. 


3.27. Soit une courbe C donnée par l'équation paramétrique z= Z(t), 
a=t=b, où z(t) est une fonction continüment différentiable sur le segment 
[a, b]. Montrer que la courbe C est rectifiable et que la formule 

d 


AC) = | 12/1 


nous donne sa longueur. 
3.28. Montrer que toute courbe lisse par morceaux est rectifiable. 


On appelle équation naturelle d’une courbe rectifiable son équation 
paramétrique dans laquelle on prend comme paramètre t la longueur de 
l'arc de courbe compté depuis un certain point fixé (d'habitude, depuis 
l’origine de la courbe). 

3.29. Soit z=x(1), 0=<1-<I, l'équation naturelle d’une courbe C, où 
la fonction x(1) est deux fois continüment différentiable sur le segment 
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[0, 1, tandis que les grandeurs (fr), »(t) et o(t) ont le même sens qu’au problè- 
me 3.26. Démontrer les formules suivantes: 


1. Tt)=2"(0). 2. vt)= —ix" (1). 3. pr) = 1x" (0). 


3.30. Supposons qu’une courbe C ait au moins une équation paramétri- 
que z=z(f), a <t=b, où z(f) est une fonction admettant m dérivées continues 
sur le segment [a, b], la première de ces dérivées étant différente de zéro sur 
le segment considéré. Montrer que, dans ce cas, la fonction x(r), qui fait 
partie de l'équation naturelle de cette courbe, possède elle aussi rm dérivées 
continues sur le segment [0, 2]. 


La grandeur »(z,, C) qui représente l'indice du point z, par rapport à la 
courbe C est déterminée, pour une courbe continue arbitraire et pour tout 
point z, se trouvant en dehors de cette courbe, de la façon suivante : en 
chaque point z de la courbe C donnons la valeur de arg (z—z,) de façon 
que, lors du mouvement sur la courbe, la valeur de arg (z—z,) varie conti- 
nûment. Alors, la grandeur v(z,, C) est égale à la différence des valeurs de 
arg (z — z) à l'extrémité et à l’origine de la courbe C divisée par 2x. 


3.31. Soit une courbe C donnée par l’équation paramétrique z=Z7(t), 
a=t=<b, où la fonction z(r) est continûment différentiable sur le segment 
[a, b]. Montrer que 


ô 
1 z’(e) 
nos = [im ET dt. 


3.32. Calculer l'indice du point z,=0 par rapport aux courbes représen- 
tées par les équations paramétriques ci-dessous: 


l. z=a+pe, O<t<2nr, ]|al<o. 

2. z=a+pe, O<t<2r, O<p<l|al. 
3. z=pe-l, O<t<27r, p=-0. 

4, z=1/2cost+isinf, O<t<27x. 
5. z=2cost-isintf, O<t<6x. 
6. z=1+isin? ft, O<t<27. 


3.33. Montrer que l’indice d’un point par rapport à une courbe fermée 
est un nombre entier. 


Dans beaucoup de cas, il est commode d'utiliser les symboles liés à la 
notion de produit des courbes. 

Soient données deux courbes C, et C, de façon que l'extrémité de la 
courbe C,; coïncide avec l’origine de la courbe C;. Nous allons appeler 
produit C,C, de la courbe C, par la courbe C, la courbe obtenue en parcourant 
successivement d’abord l’ensemble des points de la courbe C, (dans le 
même ordre que lors du mouvement suivant la courbe C;), ensuite, l'en- 
semble des points de la courbe C, (dans le même ordre que lors du mouve- 
ment suivant la courbe C,). 

Par le symbole C-1 nous allons désigner la courbe obtenue en parcourant 
dans l’ordre inverse l’ensemble des points de la courbe C. 
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3.34. Montrer que la multiplication des courbes est associative, c’est- 
à-dire que, si le produit (C,C,)C, est défini, le produit C,(C,C) l’est aussi 
et ces deux produits sont égaux. 

3.35. Montrer que le symbole C° = CC n’est défini que pour une courbe 
C fermée. | 

3.36. Montrer que les deux produits CC, et C;C, sont définis seulement 
lorsque C, et C, sont des courbes fermées ayant un point commun. 

3.37. Soit À(C) la longueur d’une courbe C et soit »(z,, C) l’indice du 
point z, par rapport à la courbe C. En supposant que toutes les grandeurs 
qui figurent dans les formules ci-dessous aient un sens, montrer que: 

1. A(C,C)=A(C,)+A(C). 2. A(C-1)=2(0). 

3. (Zo» C1C2) = (20; C1) +72; C)). 

4. wo C'3)= {7 C). 


x * * 

3°. Domaine. 

Un ensemble D de points du plan complexe ou du plan complexe élargi 
est appelé domaine si: 

1. pour chaque point qu’il contient, il contient aussi un certain voisinage 
de ce point; | 

2. pour chaque couple de points qu’il contient, il contient aussi une 
certaine ligne polygonale joignant ces points. 

La totalité des points frontières du domaine D est appelée frontière du 
domaine et est notée 9D. La frontière d’un domaine est un ensemble fermé. 

Le domaine D complété par sa frontière 9D est appelé domaine ferme 
et est noté D. 

La frontière d’un domaine arbitraire peut représenter un ensemble dont 
la structure est assez compliquée. Quand même, dans la majorité des cas, 
on peut se limiter aux domaines dont la frontière est composée d’un nombre 
fini de courbes fermées (une partie de ces courbes peut dégénérer en points). 

Partout dans ce qui suit nous allons considérer (sauf mention contraire) 
que la frontière 9D du domaine D est constituée par un nombre fini de 
points et un nombre fini de courbes fermées lisses par morceaux. L’orien- 
tation des courbes constituant la frontière 9D sera choisie de telle façon 
qu'en parcourant la courbe le domaine D reste à gauche. 


3.38. Exprimer par des inégalités le domaine D si sa frontière 9D est 
constituée par une seule courbe fermée donnée par l’équation paramétrique. 
suivante: 


1. z=a+pe", 01-27 2. z=a+pe"", O<t<27. 
3. z= —it, —-æ<f<. 4. z=t+il?, —e<{t<o. 


D A pe 6. z=a#+ et, Oxt<2x; a>1l. 


3.39. Soit D un domaine fini dont la frontière 9D est constituée par une 
seule courbe fermée représentée par l'équation paramétrique z=7z{(f), 
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a=<t=<b, où la fonction z(f) est continûment différentiable sur le segment 
[a, b]. Montrer que l’aire o(D) du domaine D est donnée par la formule 


b 
1 , 
o(D)=+ ( 12(0)12 Im _ dt. 


Indication. Utiliser la relation 


z(t)_ d 
Im = ae z(t) 


(voir le problème 3.06). 
3.40. Soit D un domaine fini dont la frontière est constituée par m 
courbes fermées données par les équations paramétriques suivantes: 


z=2zt), as<t=<b,, k=1,2, ..., m, 


où z,(t) sont des fonctions continûment différentiables respectivement sur 
les segments {[a,, b]. Montrer que l’aire o(D) du domaine D est donnée par 
la formule- 


ds 
7 20) 
dD)= 4 à | 1atoi1m D dr 
a 


3.41. Soit D un domaine borné par une courbe fermée lisse par morceaux 
9D. Montrer que les formules ci-dessous sont valables pour le sommet 
#Z, 9D) représentant l’indice du point z, par rapport à la courbe 9D 


F 1, ZE D ; 
DZ» 0! )= 0, zé D. 


Indication. Décomposer la courbe 9D en tronçons lisses et calculer l’in- 
dice du point z, par rapport à chacun de ces tronçons en utilisant la formule 
du problème 3.31. 


X X * 


Un domaine D du plan complexe est appelé convexe si, pour tout couple 
de points z,€ D et z,.€D, il contient également le segment de droite qui joint 
ces points. 

Un domaine D du plan complexe est appelé étoilé par rapport à un point 
Z€ D si, pour chaque point z,€ D, il contient également le segment de droite 
joignant ce point au point 2. 


3.42. Montrer que pour qu’un domaine D soit convexe, il faut et il 
suffit qu’il soit étoilé par rapport à chacun de ses points. 

3.43. Soit D un domaine dont la frontière 9D est constituée par une seule 
courbe lisse fermée donnée par l’équation paramétrique z=z{f), a=t=b, 
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où la fonction z(t) admet sur le segment [a, b] une dérivée continue et 
différente de zéro. Montrer que: 
1. Le domaine D est convexe si, et seulement si, 
z"(t) 
Ï 70 = 0 a=<t=b. 


2. Le domaine D est étoilé par rapport au point z,€ D si, et seulement si, 
z'(r) 
0-20 
Soit D un domaine arbitraire du plan complexe. Notons p(z,;, z.), où 
z,€ D et z,€ D, la borne inférieure des longueurs de toutes les lignes polygo- 
nales contenues dans D et joignant z, à z,. Notons p,(z,, z.), où z,E Det 
z CD, la bornc inférieure des diamètres de toutes les lignes polygonales 
conîenues uans D et joignant z, à z.. 
Il est évident que les inégalités ci-dessous ont toujours lieu: 
CBC» 22) = OD(Z1> 22) = 121 22l. 
3.44. Montrer que pour un domaine convexe D, les égalités 
On(Z1> 22) = 0521 2) = 1241-21 


ont lieu, et que, pour un domaine D étoilé par rapport à un point quelcon- 
que, les inégalités ci-dessous sont valables: 


OD(Z1r 2) <0D(Z1, 22) <TOD(Z1> 22). 


Un domaine D du plan complexe élargi est dit simplement connexe si 
sa frontière ne peut pas être décomposée en deux ensembles fermés sans 
points communs (dans le plan élargi!). 


Im a=<t=<b. 


3.45. Montrer qu’un domaine D étoilé par rapport à l’un de ses points 
(en particulier, un domaine convexe) est simplement connexe. 


*X X x 


4°. Fonctions d’une variable complexe. 

Si à chaque point z d’un certain ensemble E du plan complexe élargi 
on associe un nombre complexe /{z), on dit que la fonction /{z) de la variable 
complexe z est définie sur l’ensemble E. 

La fonction /{z) de la variable complexe z=x+iy peut être présentée 
comme un couple de fonctions u(x, y), v(x, y) 


u(x, y)=Ref(x+iy), v(x, y)=Im/(x+iy) 


de deux variables réelles x et y. Pour cette raison, pour les fonctions d’une 
variable complexe, on définit d’une façon naturelle les notions de limite, 
continuité, intégrale curviligne, etc. Par exemple, la fonction /(z) est continue 
sur l’ensemble E si la fonction Re f(x + iy) aussi bien que la fonction Im /{x + 
+iy) sont continues sur cet ensemble E. 
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3.46. Soient les limites finies 
lim /(z)= À et lim g(z) = B. 


122% 2% 


Montrer que 
1. lim [f(z) + g(z)] = 4 + B. 
22 


2. lim [f(2) g(2)] = 4B. 
2-2 
3. Si BZ0, alors lim © _ 4, 
18) B 

3.47. Montrer que la somme et le produit des forctions continues sur 
un ensemble E sont également des fonctions continues sur cet ensemble. 
Le quotient de deux fonctions continues sur l’ensemble E est aussi une 
fonction continue sur cet ensemble si le dénominateur ne s’annule en aucun 
de ses points. 

3.48. Dire si les fonctions ci-dessous seront uniformément continues dans 
le domaine O<1]z|<1: 

1. f=e-vkl. 2. f= RE | 


3 fa RC, 4, fete, 


2? 


3.49. Soit f(z) une fonction définie et continue sur un ensemble fermé 
et borné E. Montrer que: 

1. La fonction |f(z)| est bornée sur l’ensemble E et atteint ses valeurs 
maximale et minimale. 

2. La fonction f{z) est uniformément continue-sur l’ensemble E. 

3.50. Soit f(z) une fonction définie et uniformément continue dans un 
domaine borné D. Montrer qu’en chaque point de la frontière du domaine 
D la fonction /(z) admet une limite et que la fonction /(z), définie d’une fa- 
çon supplémentaire sur la frontière du domaine D par ces valeurs limites, 


est continue dans le domaine fermé D. 


Une fonction /{z) définie dans un domaine D est appelée continue dans 
le domaine D jusqu’à sa frontière si, pour tout € 0, il y a un à 0 tel que 
pour tous points z,E D et z,€ D, satisfaisant à la condition p)(z,, z:)<ô, 
l'inégalité | f(z,) —/(z)| <e soit valable. (La définition de la grandeur 0, (z;, 22) 
précède le problème repéré 3.44.) 

Etant donné que p,(2, =) = |z1-Zl, une fonction qui est uniformément 
continue dans le domaine D est continue jusqu’à la frontière de ce domaine. 


3.51. Soit D un domaine borné par une courbe simple lisse par morceaux. 
Montrer que, si une fonction est continue dans le domaine D jusqu’à sa 
frontière, elle est uniformément continue dans ce domaine. 

3.52. Soit D un domaine décomposable en un nombre fini de domaines 
D,, D,, -.., D, dont chacun est borné par une courbe simple lisse par 
morceaux. Montrer que pour assurer la continuité de la fonction /(z) jus- 
qu’à la frontière du domaine D, il faut et il suffit que la fonction f{(z) soit 
uniformément continue dans chacun des domaines D,, ..., D,. 


X * * 
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Soit f{z) une fonction définie sur un ensemble E du plan complexe 
élargi mais qui peut prendre la valeur = aux points de cet ensemble. Nous 
allons dire que la fonction f(z) est continue au point z,€ E dans la métrique 
sphérique si, pour toute valeur de € 0, il y a un Ô 0 tel que pour tous les 
zCE, satisfaisant aux conditions k(z, z) <ô, l'inégalité k(/(z), f(2)) <e soit 
valable. Ici, on note k(z, &) la distance cordale de z à 6, c’est-à-dire 


Iz—0 | 

Pere fre is 

k(z, 0)=4 1 Dis Fe 
ET TC 

O, Z=æ, =, 


D'une façon analogue, on détermine la continuité uniforme d’une fonc- 
tion dans la métrique sphérique. 


3.53. Montrer que les fonctions ci-dessous sont continues, dans la métri- 
que sphérique, dans tout le plan élargi: 


Lee * cz+d° : * “ezi-2 : 


3.54. Montrer qu’une fonction /(z) définie sur un ensemble E (mais il 
se peut qu’elle devienne infinie aux points de cet ensemble) est continue sur 
cet ensemble, dans la métrique sphérique si, et seulement si, en chaque 
point de l’ensemble E la fonction f{z) admet une limite finie ou infinie égale 
à la valeur qu’elle prend à ce point. 

3.55. Soit f(z) une fonction continue sur un ensemble E, dans la métrique 
sphérique, et soit R(z) une fonction de z rationnelle arbitraire. Montrer que 
la fonction g(z)= R(/(z)) est continue sur l’ensemble E dans la métrique. 
sphérique. 

3.56. Soient /{z) et g(z) deux fonctions continues sur un ensemble E dans 
la métrique sphérique. Est-ce que les fonctions 


1. f(z)+g(z); 2. f{z)g(z); 3. ee 


doivent être obligatoirement continues sur l’ensemble E dans la métrique 
sphérique ? 


S°. Intégrale curviligne. 


Soit /(z) une fonction définie aux points d’une courbe rectifiable C. 
Décomposons la courbe C en tronçons C,, C;, ..., C, à l’aide des points 
Z0» Z1» --, ZA numérotés dans leur ordre de succession sur cette courbe. C4 
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est un tronçon d’origine z;__1 et d'extrémité z,. De plus, choisissons un point 
£, sur le tronçon C4 et examinons les sommes intégrales 


D = IEC: — Zx-1), 


2} = 26124 — Zx-1l. 


Si ces sommes admettent des limites, lorsque le nombre de tronçons de 
décomposition de la courbe C tend vers l'infini (c’est-à-dire lorsque la 
longueur du plus grand des tronçons CY tend vers zéro), et si ces limites sont 
indépendantes de la façon dont on rend la décomposition de plus en plus 
menue et du choix des points &, sur les tronçons C,, les limites en question 
sont appelées intégrales curvilignes de première et de seconde espèce de la 
fonction f(z) prises sur la courbe C. Les notations sont les suivantes: 


lim Z,= | (2) de, 
C 

lim 2#= [f)id1. 
C 


En s'appuyant sur les notions concernant les intégrales réelles curvilignes, 
on aboutit aisément à l’assertion suivante: 
Si la fonction f\(z) est continue sur la courbe rectifiable C, les intégrales 


Fo, [rod 
C C 


existent. 


3.57. Soit C une courbe donnée par l'équation paramétrique z=z(r), 
a=t=b, où z(1) est une fonction continôment différentiable sur le segment 
[a, b]. Montrer que 


d 
(rod= (20), 
C a 


froida = [rez ar. 
C a 


3.58. En supposant que les intégrales des fonctions /(z) et g(z) prises sur 
une courbe C existent, démontrer les formules suivantes: 


[(œfta) + Beta)) de = a [ ft) de + 8 [ ea) de, 
C C C 


Jafte) + Bgtz))idzi = a [fto)1dz1 + 8 | gta)idz, 
C C 


C 


où « et B sont des nombres complexes arbitraires. 
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3.59. Notons C-1 la courbe qui diffère d’une courbe C seulement par 
le sens dans lequel sont parcourus ses points. Montrer que 


[ro de= - [rod 
C 


C-1 


[fade = [fade 
c-1 C 


(en supposant que les intégrales figurant aux seconds membres de ces éga- 


lités existent). 
3.60. Supposons que les intégrales de la fonction f(z) prises sur les 
courbes C, et C, existent. Montrer que 


[rod= [r)di+ [fe ds, 
Ce 


CiC2 Ci 2 
[121 = fr) 1421 + | fee) 142: 
CiCe Cr Ce 


(la définition de la courbe C,C, précède le problème 3.34). 
3.61. En passant, dans la somme intégrale, directement à la limite, 
calculer les intégrales suivantes: 


1. [ ds: 2 Îzd, 
C c 


où C est une courbe rectifiable arbitraire d’origine a et d'extrémité b. 
3.62. En passant, dans la somme intégrale, directement à la limite, cal- 
culer l'intégrale 
dz 
z-a? 


|2-0l=0 
où a est un nombre complexe arbitraire, p un nombre positif arbitraire, la 
circonférence |z—-a| =p étant parcourue dans le sens contraire de celui des 
aiguilles d’une montre. 


3.63. Calculer l'intégrale | 12 dz dans les cas où la courbe C représente : 


c 
1. Un segment de droite allant du point z= — i au point z=;; 
2. Une demi-circonférence |z| =1, Rez=0 allant du point z= -ài au 
point z=i. 
3.64. Calculer l'intégrale 


[ Iz—1|ldz1. 
PES 
3.65. Calculer l'intégrale 
[z sin z dz, 
c 


où C est un segment de droite allant de z=0 à z=i. 
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3.66. Soit r un nombre positif arbitraire, le cercle |z| =r étant parcouru 
une fois dans le sens inverse des aiguilles d’une montre. Démontrer les for- 
mules suivantes: 


2ni, n=-—1l; Idz| 
L. ] r'&=| 0, n+l= +1, +2, sde 2. JE FE [laë-#j? lal #r. 


ir 


X * * 


3.67. Soit f(z) une fonction intégrable sur une courbe C. Montrer l’iné- 
ité 


= | 1) 141. 
c 


3.68. Soit f(z) une fonction intégrable le long d’une courbe rectifiable 
C de longueur À(C) et satisfaisant partout sur la courbe C à l'inégalité 
|f(z)! <= M. Montrer l'inégalité 


) dz | < MA(C). 


3.69. Soit /(z) une fonction continue dans un certain voisinage du point 
z=z: Montrer que 
ae 
ou 


(la circonférence est parcourue une fois dans le sens contraire de celui des 
aiguilles d’une montre). 

3.70. Soit f{z) une fonction continue dans tout le plan élargi. Notons 
C, le segment de droite allant de a à a+ 1. Montrer que 


lim [ fa) dz=f(>). 
A 
Ce 
3.71. Soit f(z) une fonction continue dans le demi-plan Im z=0 satis- 
faisant à l’inégalité 
JG) <= M12z1". 


Notons C, la demi-circonférence |z| = R, Im z=0 allant du point z=R at 
point z= — R. Montrer l'inégalité 


[fes ae] <xMR. 
Cx 


Indication. Utiliser l’inégalité 
, 2 x 
sin @ -2p(0<p<3) 5 
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3.72. Soit /(z) une fonction continue dans l’angle 
—asargz<a (0<x<x), 


et soient zf{z)=A pour z-=, |arg z| <x. Notons C, l’arc de cercle |z| =R, 
[arg z| <a, allant du point z= Re-" au point z= Re“. Montrer que 


lim [ fe) dz = 2inA. 
He 


X X x 
3.73. Montrer l’inégalité de Schwarz 


oxoel < fire fiecoiid 
C C C 


(en supposant que les fonctions f{z) et g(z) soient continues sur la courbe 
rectifiable C). 
Indication. Utiliser la condition de non-négativité de la forme hermitienne 


HG, n)= | A9) + 8e) 142: 
C 


(voir le problème 1.69). 
3.74. Montrer l'inégalité de Hôlder 


free) ae] 2{ or 1ée1) "1 fisc tan)” 
C C C 


(en supposant que les fonctions f{z) et g(z) soient continues sur la courbe 
rectifiable C, p>1,4>1,2+1e1). 
Indication. Voir le problème 1.76. 


3.75. Soit f(z) une fonction contmue sur une courbe rectifiable C de 
longueur À(C). Montrer l'inégalité 


IPCPÉLONTONT TE 
C C 


* X X 


6°. Applications. 

Dans beaucoup de cas, 1l est commode de considérer une fonction à 
valeurs complexes f{z) continue sur un ensemble E du plan complexe z 
comme une application de cet ensemble dans un autre plan complexe w. 
Il est évident que cette application est l'équivalent de l’application de l’en- 


47 


semble E du plan (x, y) dans le plan (u, v) par un couple de fonctions réelles 
u= u(x, }), v—= vx, y), où 
u(x, y)=Ref(x+iy), vx, y)= Im fx +iy). 


L'ensemble des valeurs prisés par la fonction /(z) aux points de l’en- 
semble E est appelé image de l’ensemble E par l’application w=/{z) et se 
note f(E). L'ensemble E est appelé image anticipée de l’ensemble f{(E) par 
l’application w = f(z). 

L'application w=/{(z) est appelée application continue de l’ensemble E 
si la fonction /{(z) est continue sur l’ensemble E. Si la fonction /(z) est con- 
tinue sur l’ensemble E dans la métrique sphérique, nous allons dire que 
l'application w=/f{z) est continue elle aussi dans la métrique sphérique (la 
définition de la continuité dans la métrique sphérique précède le problème 
3.53). 


3.76. Trouver l’image de l’ensemble E par l’application w = f{(z) : 
1. w=27; E:|z|<1. 2. w=— ; E:|z-1|<1. 


3. w=2?; E:{121<R: Ocargz<2). 


4. w=2f; E:{1z|<1, Im z-0)}. 


3.71. Soient & = f(z) une application continue d’un ensemble E et w= 
= g(£) une application continue elle aussi de l’ensemble f(E). Montrer que 
l'application w=g(/(z)) est une application continue de l’ensemble E. 

3.78. Montrer que l’assertion du problème 3.77 reste valable lorsqu'on 
remplace la continuité ordinaire de toutes les applications en question par 
la continuité dans la métrique sphérique. 

Soit w=/(z) une application continue d’un certain ensemble contenant 
tous les points d’une courbe C. À chaque équation paramétrique z=z(t), 
a=<t=b, de la courbe C l'application w=/f{z) fait correspondre l’équation 
paramétrique 


Ww=W(#f), a=<t=<b, 


où w(r)=f{(z(r)). Ces équations paramétriques définissent dans le plan w 
une certaine courbe que nous allons appeler image de la courbe C par l’ap- 
plication w=/f{z) en la notant f(C). 

3.79. Donner l'interprétation géométrique de l’image de la courbe C, 
représentée par l’équation paramétrique z=z(t), par l’application w = f(z) : 


1. w=72"; C:fz=e-", 0O=<1-:27x}. 
2. w=2?; C:{z=e#, O<t<r). 
3. w= (ti): C:{z=er, O<t<2n). 


1 1 
4. w=s(:+1); C:{z=t, O<t< =}, 


L'application w=/{(z) de l’ensemble E est dite biunivoque si les valeurs 
de la fonction f(z) sont distinctes en différents points de l’ensemble E. 
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3.80. Dire si les applications ci-dessous seront biunivoques: 


1. w=2?; E:Rez>0. 
2. w=2?; E:}z| <1. 
3. De =: E:1z|<1. 


zZ 
4, W=z (+1): E:1z| <2. 
1 


1 F | 7 
5. w=— 1] ; E:{Izl<l, O<argz<%). 


at2T 


nn, 


3.81. Montrer que l’image d’une courbe simple par une application 
continue biunivoque est une courbe simple. 

3.82. Soit w=/f{z) une application continue biunivoque d’un domaine 
D et soit C une courbe fermée contenue dans ce domaine. Montrer que 
pour chaque point z, situé en dehors de la courbe C mais contenu dans le 
domaine D, l'égalité ci-dessous est valable 


#2; C)=# (x), S(C) 


[ici la notation »(z,, C) représente l'indice du point z, par rapport à la courbe 
C ; la définition correspondante précède le problème 3.31]. 


-X * * 


L'application w =/(z) d'un domaine fini D du plan complexe est appelée 
différentiable au point z,= x, + iy, Si les fonctions u(x, y) et v(x, y), où 


u(x, y)=Ref(x+iy), vx, y)=Im/{x+iy), 


sont différentiables au point (x,, »). L'application du domaine D différen- 
tiable en tout point de ce domaine est appelée application différentiable du 
domaine D. L'application w = /{(z) est appelée application lisse du domaine D 
si les fonctions u(x, y) et v(x, y) admettent dans ce domaine des dérivées 
partielles continues de premier et de deuxième ordre. 
La grandeur 
du 
0x x 
J(, z)= Qu de 
dy dy 
est appelée jacobien de l'application différentiable w = f{z). 
3.83. Trouver les jacobiens des applications suivantes: 


à az+ b 
1. Ww=az+bz (a-0, b>0). 2. FÆéia: 


3. w= 23, 4. vs (:+1). 
2 Zz 
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Soit /(z) une fonction continue dans un domaine fermé borné et quarrable 
D. L'intégrale de la fonction f(z) dans le domaine D est déterminée par l’éga- 
lité 


[ Jo dx dy= | Fute, ») dx dy+if Fotx, ») dx dy, 
D D D 
où, comme d'habitude, u = Re jf, v = Im f. 


3.84. Calculer les intégrales suivantes : 
1 [fzdxd. 2 [[ÆS, 0<0<1. 


1+2z° 
[2] <1 2|<e 
dx d . 
3. [[ ET. 4 [fr dxdy, m,n=0, 1,2, … 
o<|2-a|<r lz1<1 


3.85. Soit w =/f(z) une application lisse biunivoque d’un domaine D et 
soit D, un domaine contenu strictement à l’intérieur du domaine D. Montrer 
que si le domaine D, est quarrable, alors 


o(fD)}= | [iJU 21 dx dy, 
Di 


où /(D.) est l’image du domaine D, par l’application w =/(z), o(f(D;)) étant 
l’aire de cette image. 

3.86. Soit w=/f{z) une application lisse biunivoque d’un domaine D et 
soit F(w) une fonction continue dans le domaine /(D). Montrer que, pour 
tout domaine fini fermé quarrable D, contenu dans le domaine D, l'égalité 
ci-dessous reste valable: 


FU), 2x dy = | | F0) du de. 
Di 


D) 


*X x k 


RÉPONSES 
3.01. 
1. Ai-r). 2 = (G+iÿr) 
. Zi-—t). Lure . — i : 
(G+iY 2Vr 
it 

4. ief. 5. -(t+2ie-#. 6. 1- 

V1-1° 
3.02. 

2 1 bnti- qn+1 7 iln2 
1. —+i. 2. —- — (axb). 3. --— 
3°" Pl ba 0 47 2 

4. xzf2-1+iln2. S. —-2i. 6. 0. 
3.14. 

La<l. 2a>1. 3. -1<a<2. 4.a-0. S. a<1. 
6 azl. 7.a>0. 8.a>0. 9. a>1. 10. a-0. 


3.23. 

1. Le segment de droite allant de z=a à z=b. 

2. La moitié supérieure de la circonférencec |z|= R parcourue de z2=R à z= -R. 
3. La moitié droite de la parabole y = x? parcourue de z= 0 à l'infini. 


1 

4. La partie de l'hyperbole xy=1 située dans l'angle O<argz<— parcouruc de 

ze 1+i à l'infini. 4 
5. L'ellipse 


x° y* 


parcourue une fois dans le sens inverse des aiguilles d’une montre. 

6. La circonférence |z2-1|=1 parcourue une fois dans le sens des aiguilles d’une 
montre. 

7. La circonférence |z+ 1|= 1 parcourue deux fois dans le sens inverse des aiguilles 
d'une montre. 

8. Le contour de la moitié supérieure du disque |z|<1 parcouru une fois dans le 
sens inverse des aiguilles d'une montre. 

9. Le segment de droite compris entre les points == — i et z=i parcouru deux fois : 
d'abord de z=i à Z= —j, ensuite, dans le sens inverse. 

10. Le segment de droite compris entre les points z= 1 et z2=1+5 parcouru quatre 
fois de la façon suivante : la première fois de z= 1+i à z= 1 : la deuxième fois de = - 1 
à Z=1+;i; la troisième fois de z= 1+5i à z= 1 ; la quatrième fois de z= 1 à == 1+ài. 

3.24. 

1. L'ensemble des points de la courbe C parcouru dans le sens inverse de celui de 
la courbe C. 

2. L'ensemble des points de la courbe C parcouru deux fois : la première fois dans 
le même sens que celui de la courbe C, ct la s conde fois dans le sens inverse. 

3. La même courbe que celle citée ci-dessus en 2. 


3.32. 

1.1. 2.0. 3-2 4.1. 5 —-3 6.0. 

3.38. 

1. |z2—-al<o. 2. Iz-a|l>0. 3. Rez>0. 4. y>xi. 


2 
S. O<argz<27r 6. ee 


CCE 


1. Oui. 2. Non. 3. Oui. 4. Non. 


3.56. 
Ce n'est pas obligatoire. Exemple pour 1) : E est la sphère toute entière 


f(z)= 2z+sin [z|, Z)= — 2. 
3.61. 


1 
1. b—a. 2. 3-0. 


3.62. 
2si. 
3.63. 


4. si 


3.76. 

1. S(E):1w1<2. 2. f(E):Re w>1/2. 

3. f(E):{Iwi<R?, O<argw<x}). 4./f(E):lw|<1. 
3.79. 


a circonférence |[w|= 1 parcourue deux fois dans le sens des aiguilles d'une 
mon 

2. La circonférence |w|= 1 parcourue une fois dans le sens des aiguilles d’une montre. 

3. Le segment [-1, 1] parcouru deux fois : d'abord de w=1 à w=—1, ensuite, 
dans le sens inverse. 

4. La demi-droite [1, + -] parcourue deux fois : d’abord de w= + à 1, ensuite, 
dans le sens inverse. 


3.80. 
1. Oui. 2. Noa. 3. Oui. 4. Non. 5. Oui. 


3.83. 
1 
1 a-bt. 2.]ad-belt-lez+d|"4. 3. —-41]z]?. 4. : 12-21? 


3.84. 

| ed 
e e e 3. 0. 4. 0, i #Æ , __————— Li 
1.0. 2. ro simÆn es pDOur M=n. 


$S 4. Méthodes asymptotiques élémentaires 


Beaucoup de problèmes d'analyse sont traités en utilisant les symboles 
O, 0, —, 
dont la signification est donnée dans le tableau ci-dessous. 


Soient f{z) et p(z) deux fonctions définies sur un ensemble E et soit z, 
.un point limite quelconque de cet ensemble. 


JG) _. 
f(2)-eEXz-%, 2Z6E) Le rapport 72) admet 1 comme limite 


lorsque z—2z, Z€E. 


Le rapport JG) admet O0 comme limite 
p(z) 


S(@)=0{(p{2))&-2, zEE) 
lorsque z-2, zCE. 


Le rapport Je) est’ uniformément borné 


Z 
sur tout l’ensemble E. 


Le rapport = est borné dans l’inter- 
JG) = O(PGXG 2, Z€E) section d’un certain voisinage du point z 
avec l'ensemble E. 


f@)= 0(p(G)), GEE) 
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Pour abréger l'écriture, lorsque les équivoques sont exclues, la mention 
concernant l’ensemble E n’est pas faite. 

Les formules du type f{z)-p(z) (2-2, z2€E) sont d'habitude appelées 
formules asymptotiques, tandis que les formules des types 


JG) = o(g(z)) (z +20» zCE), f{z)= O(y(2)) (Z-— 2, zCE) 
sont habituellement nommées estimations asymptotiques. 

Remarque. L'utilisation du signe d’égalité dans l'écriture des estimations 
asymptotiques est purement conventionnelle, car beaucoup de propriétés 
de ce signe ne sont plus conservées. Par exemple, l’« égalité » 

sin x=0O(1) (—-æ<x<+e) 

ne signifie pas que O(1)=sin x. 

4.01. Montrer que: 

1. sinx-x(x-0). 2. sinx=O(1) (x + =). 
. nx=0{(x) (x +), « >0. 
. X =) (x +), —e<x< ee, 
. ee =AxX)(x— +), —m<x<e—, 
. Inx=0{(x-") (x +0), x >0. 
. X=0(x) (x +=), a <B. 
. X=0(x) (x— +0), x =. 
4.02. Soit 

P()=a2"+a2"1+...+a,; Q(2)=b,2"+b,z7-1+...+b,, 


avec a, “0 et b,#<0. Montrer que, pour z— +, les formules asymptotiques 
suivantes ont lieu: 
Cu +n nr 2 —m 
1. P(z}0() - ab 2 0) 2,7 : 
3. Sim<n, alors P(z)+OQ(z)- az". 
4. Sim=n, et a +b,#0, alors P(z) +Q(z)- (a + b,)z’. 


4.03. Démontrer les règles d'opération suivantes sur les symboles o et O: 
1. o(o(ptx)))=0(p(x). 2. O(O(p(x))) = O(p(x). 

. O(o(p(x)))=0(p(x)). 4. o(O(p(x))) = o(p(x). 

… O(pQ)) + 0(pG)) = 0(pQ)). 

. o{p(x)) + o(ptx)) = o(p(x). 

. o((x)) = O(y(x)). 

. O(pG)) + O(pG)) = O(1rQ)1 + Ip()1). 

. o(p@)) + o(y(x)) = o(1pG)I + IpGI). 

4.04. Soit (x) = o(1) (x—x,). Démontrer que: 


1. Fo” 1+0(g{x)) (xx). 


2. (1+0(p(x))}=1+0(p(x)) (xx). 
3. (1+ O(p(x))}(1 + O(p(x))) = 1+0(p(x)) (x - x). 


OO JAN Un à &w 


© OO —J ON Un VW 
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4. er) = 1 +O(p(x)) (x -x0). 

S. FT =1l+o{p(x)) (x-x). 

6. {L+0{pG))}"= 1+0{p(x)) (xx) 

7. = 1 +0o{p(x)) (xx). 

8. (1+0O(p(x))}(1 +o(p(x)))=1+0(p(x)) (x --x0). 


4.05. Soit /{x) une fonction continue pour x =0. Démontrer les assertions 
suivantes: 
1. S1f(x) = O(x) (x — +=), où æ > — 1, alors 


ff dt= 0624) (x +=), 


[ou 


. Sif(x) = O() (x ++), où &< —1, alors 


fod= 0) (x +). 


God 


. Si f=0 (À) (x +), alors [f{) dt = Oln x) (x- +»). 


. Sif{x) = o(x) (x + >), où &« > — 1, alors 


PS 


FO dr= 04) (x +»). 


Un 


. Sif(x)=0(x) (x +=), où &æ< —1, alors 


Fo d= 06e) (x +=). 


6. Sif{x)=0 (1 (x— +=), alors | f() dt = ofin xUx— + «). 


7. Sif{x) - x° pie où œ > —]1], alors 


fro We (+) 


O0 


. Sf(x)-x (x— +, où a < —], alors 


froe Ge) 


_— 


x 


. SJ) ++ (x +), alors [A di in xx + «). 
0 


© 


4.06. Soit (x) une fonction continue et positive pour x z=0 satisfaisant 
à la condition Jet) dt= ++, Montrer que: 


0 
1. Si ia fonction f(x) est continue pour x =0 et si /(x) = O(p(x)) (x — + +), 
alors 


[FOL: = 0 {foto dt} (x— +=). 


2. Si la fonction f(x) est continue pour x =0 et si /{x) = o{p(x)) (x — + =), 
alors 


[ro dt=0o { frc di) (x +=). 


3. Si la fonction f(x) est continue pour x=0 et si f(x) -p{x) (x — + =), 
alors 


x x 


[ro dr» [otydr (x +0). 


0 


4.07. Montrer que les formules ci-dessous sont valables: 


1. [Ver dr=% + Lin x+0(1) (x +). 
O0 


2. [Va dt= 2 + O(1) (x + =). 
0 
x +1 
+ [Vesta +o(1) (x— +=), a>2. 
(9 —+ 1 
2 
4. [Ve dr=x+0(1) Rss 25 
0 


x 


5 ft = 22 


t+1 a+l 


+ O(1) (x— +0), (—1<x<0). 


: { 
f(1+1) dt=ex-=n x+O(1) (x—> + =). 


(1) 


“à 


I 


[rün y dt Qu xy Gates 
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Montrer que 


sf Fi (x +), a> 1. 


Vrri a+ 
Montrer que 
9. JR arme à (x— +=). 


4.08. Soit A(x) une fonction positive et deux fois continûment différen- 
tiable pour xx0 satisfaisant aux conditions 


h'(x)>0 (x>x), h"(x)=0((H'(x))) (x +). 
Montrer que 


Îe-n0 de», ['et0 de = je 


4.09. Soit A(x) une fonction satisfaisant aux conditions du problème 
4.08 et soit g(x) une fonction positive et continûüment différentiable pour 
x =0 satisfaisant à la condition 


me =o(h(X)) (x—+=). 


Montrer que 


[pte-0 dt<e, [POSTE +. 
0 0 
4.10. Soit (x) une fonction positive et continûment différentiable pour 
x =0 satisfaisant à la condition 
xp'(x) = 0{p(x)) (x +=). 


Montrer que pour toute valeur fixée de la constante positive a, la formule 
asymptotique ci-dessous est valable: 


p(ax) -p(x) (x - +=). 


4.11. Soit (x) une fonction positive et continüment différentiable pour 
x x0 satisfaisant à la condition 


xp'(x)-0p(x) (x-+=), 0<p<e. 


Montrer que pour toute valeur fixée de la constante positive a, la formule 
asymptotique ci-dessous est valable 


p(ax) - A{x) (x — +=). 
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4.12. Soit (x) une fonction positive et continûment différentiable pour 
x =0 satisfaisant à la condition 


, gQx) 
xp'(x)= 0 (2e) (x +), 0O<ax<l, 
et soit a(x) une fonction continue pour x z=0 satisfaisant à la condition 
In Ia{x)1=o{(in x}) (x +). 


Démontrer la formule asymptotique suivante: 
p(xa(x)) - px) (x + =). 


* * * 


Pour les intégrales, en tant que fonctions de l’une des limites d’intégra- 
tion, un grand nombre de formules asymptotiques peuvent être obtenues 
au moyen de l'intégration par parties. 


4.13. Démontrer les formules asymptotiques suivantes: 


ef æ& 
1. [Sd (c++). 
1 
dt x 
2. Ji (x +). 


3. JF de (x— +=). 


Dans certains cas, en intégrant une fois par parties on n'arrive pas au 
résultat cherché, mais une deuxième intégration par parties y aboutit. 


4.14. Démontrer les formules asymptotiques: 


ba 
1. Jar ++ 069 (x— +). 
2. jera--2 sx, |; 3) (x— + =). 


3. PRE _x-tsinx+O(x-"-1) (x +=) a>0. 


x 
+ 


4. Jeura [à dm + O(x- 2141) (x—-+e), n>1. 
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4.15. Soit A(x) une fonction positive et deux fois continüment différen- 
table pour x=0 satisfaisant à la condition 


h'(x)=0(x>x), h"(G)=0{(G(x)}) (x +), 


et soit (x) une fonction positive et continûment différentiable pour x =0 
satisfaisant à la condition 


p'(x)=0(h'(x)p(x)) (x + +). 


Démontrer les formules asymptotiques suivantes: 


1. fev a à RS (x +=). 


2. f: pioe-no dr PT (x +=) 


Indication. Voir le problème 4.08. 

4.16. Trouver des formules asymptotiques pour les intégrales ci-dessous: 
a F— 

1. fréd (x-+e). 2. [re-mdt (x-+e), m>0. 


0 x 


+ + 
3. JF Te à (x +=). 4. J dr (x= + >). 


s Jus e-{dt (x—+). 


6. [VEET sin éd (x— +). 


T. ÎVE+ le sint dt (x— +). 
0 


O0 


. [anre-Wsinrdt (x-+). 


1 
9. [re Tdt (x-+0). 


CIE 


(sin r}et! dt (x +0). 


bé 
æ 
À um, 
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4.17. Soit (x) une fonction positive et continüment différentiable pour 
x =0 satisfaisant à la condition 
xp'(x)=0(px)) (x +). 
Démontrer les formules asymptotiques suivantes: 


x 


1. frite leg) (+), a >0. 
O0 


2. fotor-1de = xp(x) (x-+e), à<0. 


Indication. Voir le problème 4.10. 
4.18. Soit g(x) une fonction positive et continûment différentiable pour 
x =0 satisfaisant à la condition 
xp'(x)op(x) (x- +), 0<p<. 
Montrer que pour toute valeur de x -0, les formules asymptotiques ci- 
dessous sont valables: 


1. foter dr. La-pode (x +0). 


2. fote-ra.lxi-sp(e (x +0). 


Indication. Voir le problème 4.11. 


* X X 


On rencontre souvent des intégrales dont les limites d’intégration sont 
constantes, tandis que la fonction sous le signe d’intégration dépend d’un 
paramètre. 

A la base des procédés servant à obtenir la majeure partie des formules 
asymptotiques, on trouve les estimations asymptotiques dont la démonstra- 
tion est laissée au lecteur dans les problèmes qui suivent. 


4.19. Soit /{x) une fonction continue sur le segment a=x=b. Montrer 
que 


Ô 
fe dx=o(e-2) (A+). 


4.20. Soit f(x) une fonction continue pour x = a satisfaisant à la condition 
[Â(x)I < Me“{x = a) avec certaines constantes M et «. Montrer que la for- 
mule ci-dessous est valable: 

+=. 


[rode-“dt=o(e-x)  (A- +=). 


4.21. Soit f(x) une fonction continue sur le segment a=<=x<b, où — = < 
<a<b=< ++. Montrer que 


free de=0(1) GA -+-) 
| d 
Indication. Conjointement avec l'intégrale J fLoe* dx examiner l’inté- 
b—n/à a 
grale J Î (> +3) ex dx. Montrer que la somme aussi bien que la différence 


de ces deux intégrales tendent vers zéro pour À + «=. 


4.22. Soit f(x) une fonction continue pour x = a et satisfaisant à la con- 
+ 


dition fi f(x)! dx < =. Montrer que 


[oder dx=o(1) (A+). 


La principale méthode utilisée pour obtenir des formules asymptotiques 
pour les intégrales des types 


[re dx, [re dx (=+e) 


consiste dans l'intégration par parties (l'expression e* dx est intégrée, tandis 
que la fonction /(x) est différentiée). 


4.23. Démontrer les formules asymptotiques suivantes: 


1. fd=r+04-9 (A + »). 
2. ÉE x dt=7+0U-7 (A +=). 
Le frs 1+0[% À (= +=). 


4. or -msna 14009 A+) 


sfr = di a +0û- (À + =). 


‘fau = +04" A+). 


e 11/z , 
7. = a=1}7 +0 1) (= +=). 


8. J e-t cos uL=)2+ O1) Gt) 


Int y __IMa 1 _ 
9. T° dt 7 +0(3) Ge) 


10. je e-X dt = 7 2+0[5 (A +=). 
” le symbole l'(x) on désigne la fonction gamma d’Euler définie pour 
a 0 par l'intégrale 
T()= |rs-e-t dt. 
0 


4.24. Démontrer les formules asymptotiques suivantes: 


1. [r-te- dt. GA (++), a>0, «>0. 
0 


Hs —X 9 —2 = æ > 
2. FF" dt-T{o-* (Â=+=), x>0. 
0 


3, Jreevrsi bé A-GHM (te), a>-1, B>0. 


4, j 1 le 


+), «0. 


as. Soit f(x) une fonction continue pour xz0 et satisfaisant aux con- 
ditions 

a) f0)#0; b) If)I<MeXx (x>-x) 
(M et K étant des constantes). Démontrer les formules asymptotiques sui- 
vantes: 


1 foret RO Q- +2), 2-0. 
0 


2. [AO -1e-Xin 1 dr SO) A+), a>0. 
0 


4.26. Soit g(x) une fonction positive et continüment différentiable pour 
x =0 satisfaisant à la condition 


xp'(x)=0(p(x)) (x ++). 


Démontrer la formule asymptotique ci-dessous: 


[e-e(2 Je-dx- TOD (G-+e), a>0. 


Indication. Voir le problème 4.10. 
4.27. Soit f(x) une fonction continäment différentiable sur le segment 
a=x=b, où —-=<a<b< + satisfaisant aux conditions 


f{@)#0, f(b)=0. 


Montrer que pour À— ++, O<xœ<1, la formule asymptotique ci-dessous 
est valable : 


d 


[ (XX x — a} (b — x) letx dx - (b — aÿ-1f(a)L' (x) - ei) ei, 


4.28. Soit f(x) une fonction continüment différentiable pour x =0 sauis- 
faisant aux conditions 


1020, oI+/@I=0(1) &-+-. 
Démontrer la formule asymptotique ci-dessous: 
[fret dx HOT (ae "2e (A+), 0<a<l. 


4.29. Démontrer les formules asymptotiques suivantes: 


. false a (+7 (À + =). 


2. fé à-VEes =]+0() (Â— +). 


one 

Jéra-a+)fà (A + >). 
4. eat de VE n°2 À 

0 


62 


4.30. Soit f(x) une fonction admettant m dérivées continues sur tout 
l’axe réel et soit 


TO] +1f(D1+...+1/ 0001) dx < >. 
Montrer que 
Joe dx= o(-") (A +=). 


4.31. Soit /(x) une fonction périodique de période w admettant m dérivées 
continues sur tout l’axe réel. Montrer que 


a+o 


Ps 
Î fe ® dx=o{n") (n—+e, n=1,2, ...). 


* X x 


Les intégrales du type [rode-s dx peuvent être considérées (du point 


0 
de vue de l'obtention des formules asymptotiques) comme un cas particu- 
lier des intégrales d’un type beaucoup plus général. 


4.32. Soit K(x, À) une fonction positive et continue (par rapport à l’en- 
semble des variables) pour x -0, À -0, satisfaisant à la condition suivante : 
pour chaque valeur fixée de a 0, la formule ci-dessous reste valable: 


ÎKGx, 2) dx = 0(1Q)) A + =), 
0 


où = 
1Q)= Î ke, 1) dx = ». 


Montrer que, si une fonction f{x) est continue pour x =0 et si elle admet 
A comme limite pour x + >, alors 


[ACOKCX, 2) dx = IGNA +01) (A + =). 
0 


4.33. Soit Q(x, À) une fonction continue (par rapport à l’ensemble des 
variables) pour x 0, À 0 satisfaisant aux conditions suivantes: 


a) 0<Q(x, 2)<1; b) [(1-Qx, A))dx=oût) (A+). 
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Montrer que, si la fonction f(x) est continue pour x =0 et si J 1f{x) dx < 
< , alors 


[0, 2 dx = [ft dx +of1) A+). 
0 0 


Dans les cas où la fonction /{x) tend vers l'infini pour x ++ (voir le 
problème 4.32), ou bien lorsque l'intégrale de cette fonction diverge (cas 
du problème 4.33), les formules asymptotiques obtenues sont plus compli- 
quées et elles dépendent en une plus grande mesure du type des fonctions 
X(x, 2), QG, à). 


4.34. Soit f(x) une fonction continue pour xx0, satisfaisant à la con- 
dition f{x)-x°-K{x= + =) (pour a les frontières sont spécifiées dans chaque 
cas séparément). Démontrer les formules suivantes: 


1. [fe-v1dx MT) (A+), a>0. 
0 


2. [O2 Ü = 42) 02c<i. 
0 

3. [dx - a A2) dax 
0 2 sin — 


Indication. Considérer les formules ci-dessous comme connues 


T(o)= |r-1e-'&, aæ>0; mn, O<x<li. 
0 
4.35. Soit f(x) une fonction continue pour xx0 satisfaisant à la condi- 
tion f(x) (x +=). Montrer que 


[fde-= dx in 2 (8 +0). 


Indication. Intégrer pär parties. 

4.36. Soit f(x) une fonction continue pour 0<x<1l satisfaisant à la 
condition f{x)-x*-4{x— +0) (pour x, les frontières sont spécifiées dans 
EE cas séparément). Démontrer les formules suivantes: 


1. fa = +0), 0<x<l. 


X+e sin 7ræ 
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2. j f(x) dx 


enfers Œ- +0), 0<a<2m. 


fées £s- fe 


+ 0), O-x<2. 
Vera 


Pr C- 


4.37. Soit k(x, €) une fonction positive et continue (par rapport à l’en- 
semble des variables) pour 0<x=1,e-0 satisfaisant aux conditions sui- 
vantes: 

a) Pour chaque a, 0<a=1, la formule ci-dessous est valable: 


| k(x, e)dx=I(e) (e- +0) 
: 0 


où I()= | k(x, €) dx. 
0 
b) Pour x?+e?-0; x -0, e-0, la formule ci-dessous est valable 
| | 
2 5 = C°+E)"(1 + o(1)), m >0. 


Montrer que, si une fonction /{x) est continue pour 0O<x<letsi/{x)-x*-1 
(x— +0), où 0<x<2m, alors 


frexe €) enfin (e — +0). 


4.38. Démontrer les formules asymptotiques suivantes: 


1. jdn (e— +0). 
2 [SE dt IE [in 1] (e— +0). 


3. [ere ain! (e— +0). 


Tr DO M EN 20 m0 


VI G+ ape om 
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6. fav 110) dt D (1 7} (7 1-0), 0 <a <2. 


di 1 
7. ©" In — (r-1-0). 
= Der F 
0 


ay/2 
de 
& | 1-0). 
; J 1-7 sin? @ 1-r (4 ) 


9. (1 +r?-2r cos g)-i dpi sh let (1-0), n>1/2. 


T 


10. fG+r2-2rcosg)-12dp-2in— (r-1-0). 


L X * 


Pour les intégrales du type Ï f{x)e-® dx, les formules asymptotiques 


0 
peuvent aussi être généralisées dans une autre direction. 


4.39. Soient f(x) une fonction continue sur le segment 0O<x<a et 
f(0) = 0, et soient A(x) une fonction continûment différentiable sur ce segment 
et h'(x)=-0 pour 0=<x<a. Montrer que 


[re dx Te MO (A-— + =). 
0 


4.40. Soient f(x) et g(x) deux fonctions continues et positives sur le 
jé 0 < x <a, et soient © et u des constantes positives. Démontrer que 


[roe-te-mrax OO) rs (A+). 


4.41. Soient A(x) une fonction deux fois continûment difiérentiable sur 
le segment a=<x=<b y admettant un maximum unique au point c, a=c<b, 
et k'’(c)<0, et soient f(x) une fonction continue sur le segment a=x=<b et 
f(c) = 0. Démontrer que 


frooensasrom | E Fe U-+) 


s° 


_4.42. Démontrer les formules asymptotiques suivantes: 


n1/€ 
1. [te x dx (n + + =), 
(1) 


ne 


1 l/z 
2n NV = — EE œ 
Î cos x dx VE (n—+ + =), 
0 { 


ni 


ba 


- sin" xx. VE (a +=). 


oO 


LU) 


1 
dx 1 /z 
LL PRE @-+-). 
[1 


x" dx ns 27 is 
Jar? V2 (n + ). 


6. [et dx-e-i]7 (= +2) 


LU 
x 


fe-ranx sin 2mx dx - (A— +=). 


0 
p 


a 


_ 


f'ettax cost x dx et (A +). 
” 


9. fra as. an(iayi-onf D)  .ie O<x<1). 


x 2e 7 
10. fée 2 LE (n— +, O<x<1). 


4.43. Démontrer les formules asymptotiques suivantes: 


1 
1. Ja +x4)-1dx 21-147 (5) (+). 
0 


— Prè+x 1 FE PS 
1+44x5+ xt) 1] ir FLAN SE 


4.44. Démontrer les formules asymptotiques suivantes: 


fe 
1. fr ér-es-nfE (Ge) 
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4. Jésus | (A— + =). 


4.45. Démontrer la formule de Stirling 
T(x+1)-YV2nxxe x (x—+). 


Indication. Dans la formule Z'(x+1)=— Je dt effectuer le changement 


de variable { = xu. 
4.46. Démontrer les formules asymptotiques suivantes: 
1 


: . 
1. fexp{-es+Ax}extr dx ann AP" et G++e, m>0). 


ss XP ax —— 1 1 y 
2. fe p CARRE { n Le (A— +, p>l). 
0 


2m—p 


a æ 1 
3. [amie rt D Ze part dr 
P— 
0 


(A—+e, p>1, m>0). 


4.47. Soit f(x, y) une fonction continue dans le disque x° + y? <a? telle 
que /(0, 0) “0. Montrer que 


[fe pet a 100 +) 
xt+ sat 
4.48. Soit (x, y) une fonction deux fois continûment différentiable dans 


le disque x°? + y? <a? y admettant un maximum unique au point (Ë, 7) stricte- 
ment intérieur à ce disque, avec 


HE, n)=hCE, Dh,(E, n) AE, n)}° x 0. 
Montrer que 
ee, 


Îf eX ») dx dy - “HG 1) 


x3+ sat 


(A +). 


x * * 


Pour les sommes d’un nombre croissant de termes et pour les sommes 
des séries infinies dont les termes dépendent d’un paramètre, on arrive 
souvent à réduire l’obtention des formules asymptotiques à celle des for- 
mules asymptotiques pour les intégrales. Dans beaucoup de cas, cela s’effec- 
tue à l’aide des estimations qui constituent l’objet des deux problèmes sui- 
vants. 


4.49. Soit f(x) une fonction positive continue et monotone pour x =0. 
Montrer que 


2 ru = [100 dx + 0()+0(f)) =). 
0 


4.50. Soit f(x) une fonction continûüment différentiable pour x=0. 
Montrer que 


| 270 - [ro dx] = ro) + [ufr dr. 
0 0 
4.51. Démontrer les formules asymptotiques suivantes: 
1. tin n (n-<). 
2. 2 kQn kÿ — (in rŸ (n—), «> —1. 
+1 

3. 2x LOnky- GE CE re 
4. Z ke. n-se (n=>), B<1. 
5. Zike-#.5m-htie-r (n— =), B<]1. 
4.52. Démontrer les formules asymptotiques suivantes: 


1. Z ke ere’ (n—>), B>1. 
2; Z'ke-# re" (n—>), B>]1. 
3. PADEC: (n—=), a>0. 


n 
2 kart? + © > 
4. 2kg-—— (+), g>1. 


Don, Gi 0) 
næû si 
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D 
2. 2e —In— (x +0). 


3. Zr- GX -2)-* (x-1-0), «>0. 


4. Zee. Lr(Ê) xs (x +0), «>0, B>0. 


Les estimations asymptotiques sont souvent utilisées lors de l'étude des 
solutions des équations transcendantes. Le procédé fondamental consiste 
dans l'utilisation des approximations successives de la solution cherchée. 


4.54. Des considérations géométriques montrent que l’équation tg x=x 
admet pour racine x, satisfaisant à la condition 


x=(2n+1)5+0(1)  (n+ +). 
Montrer que 
Xa=Q2n+1)5+ of} (n— +=). 
4.55. Montrer que la formule asymptotique 
T 1 1 
XAh =(2n + 1) > + o(i (n— +) 

est valable pour la racine x, de l’équation tg x = x citée dans le problème 4.54. 

4.56. Notons x, la racine de l'équation cos x + = 0 située sur le segment 
[2zn, 27m +7]. Montrer que 


x=(2n+3]m ++ of: (n + + =), 


4.57. Soit O<x<1. Notons x, la racine de l’équation sin x = x-* située 
sur le segment [(2r +1) x, (2n + 1) | .n=0. Montrer que 


| 


x, =(2n + -Sx 


+O(n-*) (n-+e). 


4.58. Montrer que l'équation 
+— 
[sin 1° di 5220 
X° 


x 


admet sur le segment [V2x, V(2n + 1}x], pour n = 2, exactement une racine 
xA €t obtenir pour celle-ci la formule asymptotique suivante: 


me (+5) +O(n-#) (n-+). 
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Indication. Avant d’obtenir la formule asymptotique pour x,, démontrer 
la formule asymptotique suivante: 
+ 


Jsnrd= SE +0) (x-+e). 


4.59. Soit : -0. Notons À(f) la racine positive unique de l’équation xe* = 1. 
Montrer que: 


1. Pour tous les 1 —e, l'inégalité 
Inf-Ininr<A(t)<lnt 
est valable. 
2. Pour 1 — + =, la formule asymptotique 


nine 
A()=In [-inin +0 = 


est valable. 
4.60. Soit te. Notons À(t) la racine unique de l’équation st qui, 
elle aussi, est supérieure à e. Démontrer la formule asymptotique suivante : 
A(t)=tInt+O(tinint) (t—- +). 


4.61. Soit :— 1. Notons À(t) la racine unique de l’équation x° +1n? x=1# 
qui, elle aussi, est supérieure à l’unité. Démontrer la formule asymptotique 


suivante: In?r Intr 
A(t)= +0 (T) fe + 
OV + O (TE) G- + 

RÉPONSES 
4.16. 
1. x=-1ex2/2, 2. & xE-M+le-x" , 

m 

2 1 
3. xe”*x. 4. ris Vx S. —— e-*(sin x+ cos x). 

Yx 2x 

6. xe-* cos ex. 7. = e*(sin x — cos x). 
8. (ln x}e-—Ÿx cos x. 
9. xa+2e-1/x, 10. xz+2e1/x, 


$ S. Fonctions uniformes élémentaires 


En se familiarisant avec les fonctions d’une variable complexe, il est 
souvent commode d’en parler en termes des applications qu'elles réalisent 
(voir 6°, $ 3). 

Si l’on ne prend pas en considération les fonctions identiquement 
constantes, les plus simples fonctions d’une variable complexe seront re- 
présentées par la fonction linéaire 

w=A4z+B, Ax0 
et la fonction homographique 


w=2+8, ad-bc#0. 
cz+d 
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(Les conditions 4 #0 et ad-bc#0, en vertu desquelles les fonctions ne 
sont pas identiquement constantes, sont considérées remplies partout dans 
ce qui suit.) 


S.01. Montrer qu’une fonction linéaire réalise une application biunivo- 
que du plan complexe des z dans le plan complexe des w. 

S.02. Montrer qu’une fonction homographique réalise une application 
biunivoque du plan complexe élargi des z dans le plan complexe élargi 
des w. 

S.03. Montrer que la réalisation consécutive d’un nombre arbitraire 
d'applications linéaires (c'est-à-dire des applications réalisées par une 
fonction linéaire) se réduit à une seule application linéaire. 

S.04. Montrer que la réalisation consécutive d’un nombre arbitraire 
d'applications homographiques se réduit à une seule application homographi- 
que. 

5.05. Montrer qu’une application linéaire transforme une droite en une 
droite et une circonférence en une circonférence. 

S.06. Montrer que l’application linéaire w= 4z+B, À x 1, se réduit à 
une homothétie (de centre B/1 — À et de rapport de similitude |4]|) et à une 
rotation de l'angle arg À autour du centre d’homothétie dans le sens inverse 
des aiguilles d’une montre. 

5.07. Montrer qu’une application homographique transforme une cir- 
conférence sur la sphère de Riemann en une circonférence sur la sphère de 
Riemanpn. 

5.08. Soit w(z) une application linéaire et soient z,, z,, z, trois points 
arbitraires deux à deux distincts. Posons w,= w{z.). Montrer que 


WW _ZT A 
Wr-W Z72 


5.09. Soit w(z) une application homographique et soient z,, Z, Z, Zs 
4 points arbitraires deux à deux distincts. Posons w,= w(z,). Montrer que 


We=W.Wa—Wi_ ZT Z1.237 24 
Wa Was WW Za722 272 


5.10. Trouver les images des ensembles E par les applications réalisées 
par les fonctions ci-dessous : 


1. E : Imz=l|; Tee 


z+1 
2.E : x+y°+2x+2y+1=0; m5 (x+iy=2). 
3. E:|z+ll=1; w=e—. a Æ:fz-5|=2; w=-2 


5. E : |z]=2; W= == 


6. E : Rez=|; W=p—- 7. E : |z| =]; =. 
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8. E : |zl<]; Ww= Re . JE :IZzlzl; w=2———. 


10. E:Rez>0: w=2t%, a<0. 


*X %X x 
Il est extrêmement difficile de décrire les applications réalisées par un 
polynôme arbitraire ou par une fonction rationnelle. L'étude des applica- 


tions réalisées par les fonctions w = z" et w = (: +] est relativement aisée. 


S.11. Trouver les images des ensembles E par les applications réalisées 
par les fonctions ci-dessous: 


1. E : {zl=1, Osarg z=%); Ww= 24. 
2. E : {Izi>2, O<argz<x};, w=2. 
3. E : Rez=1; w=2?. 
4 E : Imz=]1l; w=2? 
1 
S. E : |z|=2; wa (2+>). 
: 1. l Li 
6. E : |z]=—; ver (+1) 
| | 1 1 
7. E : (Iz1<1, Imz-0); wi (21). 
1, 1/1 
8. E IZ1 <> : v1(:+1] 
x 1 1 
9. E arBz=z; w1(:+1} 
. Æ L _1 LI 
10. E  z<M87<T); w=1 (+1) 
% % x 


Pour les valeurs complexes de z, la fonction e* est définie comme la 


somme de la série entière e*= 2 æ., qui converge dans chaque cercle |z| < 


<R<e, 
5.12. En multipliant des séries entières démontrer la formule 
e-& =ett. 
5.13. Soient x=Re z et y=—Imz. Montrer que 
e = e(cos y + i sin }). 
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5.14. Calculer les valeurs de la fonction e* aux points suivants: 
1. z=Qni. 2. z=ni. 3. z=nif2 4. z=-ni/2. 
5. z=7i/4. 


5.15. Montrer que |e’| =eR°z. 
5.16. Montrer que pour tous les z l'égalité ci-dessous a lieu 


er? = €, 


5.17. Montrer qu’il n’y a aucune valeur de z pour laquelle la fonction 
e’ s’annule. 

5.18. Soit 4 un nombre complexe arbitraire non nul. Montrer que 
toutes les solutions de l’équation e’ = 4 sont données par la formule 


z=ln |4|+iarg A+2kzxi, k=0, +1, +2, ... 


5.19. Décrire tous les points z, où la fonction e* prend: 
1. Des valeurs réelles. 
2. Des valeurs purement imaginaires. 


X x X 


Pour les valeurs complexes de z, les fonctions trigonométriques et hyper- 
boliques sont définies par les formules 


—& et—e- 


e+e : e+e-: 
cos Zz= = , Sinz= ch z= , Shz= 


2  ? 2 


e-e7t 
2 


(pour les fonctions tg z, ctg z, th z, cth z, les formules, qui les expriment 
par les fonctions fondamentales sin z, cos z, sh z, ch z, sont conservées). 


5.20. En partant de la définition ci-avant, démontrer les formules sui- 
vantes: 


1. cos( — z)= cos z. 2. sin(—z)= —sin z. 
. Ch(—z)=chz. 4. sh(—z)= -shz. 
. cos’ z+sin® z=t. 6. ch?z-sh°z=1. 
. Sin(z, + z,)=Sin z, cos Fi 7; "un Le ” (+ z ]=  . 
. COS(Z, + Z,) = COS Z, COS Z, — Sin Z, SIN Z2. 2 

. Ch(z,+z)=ch 2, ch z, +sh z, sh z.. 


ZatzZ Z1—2 
10. cos z,+cos z, =2 cos 5 COS +. 


D ®Œ® J U 


5.21. Démontrer les formules suivantes: 


1. sin (:+2] = COS z. 2. sin(z+x)= — sin z. 
3. sin(z + 2x) =sin z. 4. cos (: +5) = — Sin Z. 


5. cos(z+2x)=cos z. 6. tg(z+7)=tg2z. 
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7. sh (2+%)=ich z. 8.ch (2+%)-isn z. 
9. sh(z+zxi)= -shz. 10. ch(z+zxi) = Feat 


11. th(z+zi) =th z. 12. ch(z + 2xi) = ch z. 


5.22. Démontrer les formules suivantes: 

1. sh z= — i sin(ëz). 2. sh(iz) = à sin z. 

3. cos(iz) = ch z. 4. ch(iz)= cos z. 

S. tæ(iz)=i th z. 6. th(iz) = i tg z. 

7. ctg(iz)= —-icthz. 8. cth(iz)= —ài ctg z. 


S.23. Soient x= Re z et y=Imz. Montrer que 

1. Re sin z=sin x-ch y, Im sin z=cos x-sh y. 
2. Re cos z=cos x-ch y, Imcos z= -sin x-sh y. 
3. Re sh z=sh x-cos y, Im sh z= ch x-sin y. 

4. Rech z=ch x-ch y, Im ch z=sh x-sh y. 

5 


: sin 2x : sh 2y 
| Retgz= ch Imtg2= cho 
: sin 2x ___ —sh2y 
6. Re ctgz= 2x Imctgz= ns 2x 


5.24. Soient x= Re z et y=Im z. Montrer que 
1. [sinz|=Ych?y-cos®x. 2. |cosz| =Ych? y—sin® x. 
3. Ish zl=Ych®x-cos y. 4. |chz| =Ych®x-sin° y. 


. [ch 2y- cos 2x - V2? 
Ses-) rex lehz= fonts 


S.25. Décrire les points z, où les fonctions ci-dessous prennent des 
valeurs réelles: 

1. cosz. 2. chz. 3.sinz. 4.tgz. S. cthz. 

5.26. Décrire les points z, où les fonctions ci-dessous prennent des 
valeurs purement imaginaires: 

1. sinz. 2. shz. 3. cosz. 4. ctgz. 5. tgz. 


5.27. Trouver tous les points, où les fonctions ci-dessous s’annulent: 
1. sinz. 2. cosz. 3. shz. 4. chz. 


S.28. Trouver toutes les solutions des équations suivantes: 


1. sin z=di/3. 2. sin z= 5/3. 3. cos z = 3i/4. 
4. cos z=(3 +i)/4. 5. tg z = 51/3. 6. ctgz= —3i/5. 
7. shz=i/2. 8. chz=17/2. 


5.29. En développant Ja fonction cos xz en série de Fourier sur le 
segment -7z=<x-7, obtenir la formule 


sinzz _ 1 Z(-1Y 2z sin 7z 


COS X2Z = 
F es FT nl mm — 2° 


COS nX(—-7<x<T). 
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S.30. En s’appuyant sur la formule du problème 5.29, démontrer les 
formules suivantes: 


1 © 2z 
1. x ctg us + 2. 


3 #__ ÿ 1 
"sin zz ne (2-7): 
7% + (-1* : . — z? 
4. mm ne Î ; 5. sinaz=xz Î (1 -#]. - 


6. x cthmz= + 2 


7. hazeaz Î (1+5). 


X X * 


Lors de l’étude de la convergence des séries ou des intégrales, de même 
qu’en beaucoup d’autres circonstances, il est utile de se rappeler diverses 
inégalités concernant les fonctions exponentielle et trigonométriques. 


5.31. Montrer que pour |z| <R, les inégalités ci-dessous ont lieu: 


1. (chzl<chR. 2. [shz|i=<sh R. 3. Icosz| <ch R. 
4, |sinz| <sh R. 


5.32. Soient x = Re z et y= Im z. Montrer que: 

1. La fonction e* tend vers l’infini lorsque x tend vers + +, cette tendance 
étant uniforme par rapport à y. 

2. La fonction e’ tend vers zéro lorsque x — =, cette tendance étant 
uniforme par rapport à y. 

3. Les fonctions sin z et cos z tendent vers l'infini ru y +, cette 
tendance étant uniforme par rapport à x. 

S.33. Montrer que: 

1. La fonction e* tend vers l'infini pour z--, en tout angle du type 
larg z—x| <a et en tout angle du type |arg z| <a, si seulement « <x/4. 

2. La fonction e* tend vers zéro, pour z-—+, en tout angle du type 
larg z+x/2| <a<x/à. 

5.34. Soit P(z)=7"+a,z"-}+...+a,. Montrer que la fonction e°) tend 
vers l'infini pour z—— dans les angles 


argz-|<a<Æ (k=0,1,..., n-1), 
et qu’elle tend vers zéro pour z—— dans les angles 
arg 7 - C0 <a< (k=0, 1, ..., n—-1). 
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5.35. Soient x= Re z et y =1Im z. Montrer les inégalités suivantes: 


elyi— e-lyl ; eY+e-y 
1. —<=|sin z| =————. 
2 2 
elyl—e-lyl e+e”)y 
2. ——— =<|CoS z| <———. 
2e?) 2e—2y 
3. ss <ltez-il = 1=7 CG =0). 
2ety 2e 
4. —— PE <ltgz+il< G <0). 


2e? 


5. ——— ET <|ctg z+i] = TE = O =0). 


2e? 2e?) 
6. —— 1+ 11e <|ctgz-il 1 (y <0). 


S.36. Soit 0<p<x/2. Notons D, tout le plan complexe privé des disques 
Iz-xn| <o, n=0, +1, ... Montrer que 


1. Ictgzl<cthe (zED). 2. Isinz|=sinp (z€D,). 


5.37. Soit f(z) une fonction continue pour Re z2z0, |z| = R satisfaisant 
à la condition f(z)-0 (Re zz0, |z| --). Montrer que 


[rer dz-0 (r——);  (C; : 1Z1=r, Re z=0). 
Cr 


Indication. Voir le problème 3.71. 
5.38. Soit /{z) une fonction continue dans le domaine D 


IZ12R, largzi< (n=1, 2, ...) 


satisfaisant à la condition |f{z)| =o(1z|"Xz- +, z€ D). Montrer que 
froe-* de=ors-"#3) (ru), (C, : 1z1=r, 2€ D). 
C: | 


5.39. Soit f{z) une fonction continue dans le demi-plan Re zx 4 satis- 
faisant à la condition /(z) -O(Re z— + =). Montrer que: 


n(n+z)#ie 
LL | É-0 @++e,n=1, 2, ...). 
a(n+s) 
n(n+s)#te 
2. [ AEXctgz+i)dz-0 (n—+>e,n=1, 2, ...). 
(3 


X * X 


5.40. Trouver la grandeur H{œ) = =lim re ce? all pour les fonctions f(z) 


suivantes : 


1. &. 2.sinz. 3.chz. 4. és z—@). 


S.41. Trouver la grandeur Im À 22) (21 ——,—— pour les fonctions f(z) suivantes: 
2 + 

1. e&. 2. sinz. 3. cosz. 4. sn z. S. chz. 

S.42. Trouver la grandeur lim ln 1fGe+ ip) pour les fonctions /(z) suivantes: 

y + 

l. sinz. 2e. 3. e- 2, 

RÉPONSES 

S.10. 


1. La circonférence |w—-]-il=1. 
2. La droite -6Rew+4Imw= 1. 


1 
3. La droite Re ur 


8 4 
4. La circonférence DEEE 
2 
5. La circonférence RES 
| 
La circonférence EE "2 


6 
7. L'axe : 

8. L'extérieur du cercle unité. 
9. Iwl=2 10. Le cercle unité. 

s.11. 

1. Le demi-disque |w|<1, Imwz0. 2. Le domaine |w|>8. 

3. La parabole u=1-—12/4, w= u+iv. 

4. La parabole u=0°/4- 1, w=u+ir. 

5. L’ellipse ayant pour foyers 1 et — 1 et pour demni-axes 5/4 et 3/4. 

6. L'ellipse ayant pour foyers 1 et — 1 et pour demi-axes 5/4 et 3/4. 

7. Tout le plan complexe élargi présentant une coupure suivant le segment (- 1, 1) 


de l'axe réel. 
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u? v° 
8. L’extérieur de l'elli + =], w=u+it. 
PE (514 GA? 
9. La branche de droite de l’hyperbole u?-v?= 1/2, w= u+ iv. 
10. Le domaine compris entre les deux branches de l’hyperbole 1? — v= 1/2,w = u+ it. 
5.14. 


1.15 2 —15 is 4. —5;, S. ——. 


5.19. 

1. Imz=kz, K=0, +1, +2, ... 

2. ImMmz=(2k+1)7/2, k=0, +1, +2, ... 

S.25. 

1. IMmz=0; Rez=kz, Kk=0, +1, +2, ... 

2. Rez=0;, Imz=kKkx, k=0, +1, +2, ... 

3. Imz=0; Rez=(k+1/2}7r, Kk=0, +1, +2, ... 
4. ImMz=0. S. Imz=kxr/2, Kk=O, +1, +2, ... 


5.26... 

1. Imz=0: Rez=kxz, Kk=0, +1, +2, .. 
2. Rez=O:; Imz=k7r, Kk=0, +1, +2, . 
3. Imz=0; Rez=(k+1/2}z, k=0, +1, +2, ..… 
4. Rez=kx/2, K=0, +1, +2, ... 

5. Imz=(k+1/2}x, k=0, +1, +2, ... 
5.21. 

1. z=k7n, k=0, +1, +2, 

2. z=(k+1/2}x, k=0, +1, +2, ... 

3. z=kni, k=0, +1, +2, ... 

4. z=(k+1/2xi, k=0, +1, +2, ..…. 

5.28. | 

1. z=i(—-1}Xm3+kz, k=0, +1, +2, …. 


2. 2e #iln 3+ + 24n, k=O, +1, +2, … 
3. 2 (1024 2)+28 k=0, +1, +2, … 
i a 

4. = + (-2n242)+28, k=0, +1, +2, 
1 

s. smiin2+ (es), k=O, +1, +2, 
! 

6. mins (es). k=O, +1, +2, … 

7. = (A+ kr k=O, +1, +42, 


i 
8. z= ++ 2, k=O, +1, +2, … 


S.40. 

1. cosy. 2. Ismgl. 3. kosæl. 4. 2icos pl. 

8.41. 

1. Rez. 2 ]Imzl. 3. IImzl. 4. [Rezl. S5. |Rez|. 
5.42. 


1. 1. 2 —2x. 3. 4x. 


& 6. Convergence uniforme. Séries entières 


Une suite {f,(z)}, n = 1, 2, ..., de fonctions définies sur un ensemble 
E est appelée uniformément convergente sur l’ensemble E vers la fonction 
f{a) si, pour tout e 0 et pour tous les points z£CE, il existe un numéro N 
(dépendant de €, mais indépendant de z) tel que pour n>N l'inégalité 
Lf(z) —-/(z)l <e (ZEE) ait lieu. 

6.01. Montrer que sur chaque ensemble fermé E contenu dans le disque 
Izl<1 la suite =} converge uniformément vers la fonction f{z)= 1, 
tandis que sur chaque ensemble fermé E contenu dans le domaine |z|-1 
cette suite converge uniformément vers la fonction f{z) = 0. 
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6.02. Montrer que la suite {nze-"**} converge uniformément vers la 
fonction f(z) = 0 dans l’angle |arg z| <a pour tout «x, 0 <x<x/4. 

6.03. Soit {/,(z)} une suite qui converge uniformément vers une fonction 
f{z) sur un ensemble E, et supposons les fonctions /,(z) continues sur l’en- 
semble E. Montrer que la fonction f{z) est continue elle aussi sur cet en- 
semble. 


La majeure partie des critères de convergence uniforme n'est pas for- 
mulée pour les suites mais pour les séries fonctionnelles. 


La série fonctionnelle Z’u,(z) est appelée uniformément convergente sur 
1 


Li | 
un ensemble E si la suite 2 ue) de ses sommes partielles converge uni- 
formément vers une certaine fonction sur cet ensemble. 


6.04. Soit 2 |u,(z)| une série uniformément convergente sur un ensemble 
E et soient v,(z) des fonctions définies sur cet ensemble satisfaisant aux 


inégalités |v,(z)l <|u,(z)I(Z€E). Montrer que Ia série Zvate) est uniformé- 
ment convergente sur l’ensemble E. 


6.05. Soient a, =0 et Sa, + et soient z,(z) des fonctions définies sur 
1 


un ensemble E satisfaisant aux inégalités 


lu,(2)| <a} (EE, n >nNo). 


Montrer que la série S'u(2) converge uniformément sur l’ensemble E. 
1 


6.06. Montrer que les séries ci-dessous convergent uniformément sur 
les ensembles E indiqués entre parenthèses: 


| 
1 PASS (E : IZl= 1). 
2. ZVne-"s (E : Rezzô-—0). 
Z 27 ; 1 
3. D (E . a1<0<2). 
4. Zn: (E : Rez=ô>1). 
5. Zt- ln: (E : Rez=ô>0). 
6. Z2-" cos nz (E : |IImzl| <ô<in 2). 


Parfois, ce n’est pas privé de sens de parler de la convergence uniforme 
d’une série dont les termes peuvent devenir infinis (la somme aussi). Dans 


80 


ces cas, nous allons utiliser une définition quelque peu différente de la 
convergence: 


Une série fonctionnelle Z’u,(z) est appelée uniformément convergente sur 
1 


un ensemble E, sur lequel sont définies les fonctions u,(z) (mais elles peuvent 
prendre la valeur =), si, pour tout 0 et pour tous les z€E, il existe un 
numéro N (dépendant de £ mais indépendant de z) tel que pour nr -N toutes 
les fonctions z,(z) soient finies sur l’ensemble E et l’inégalité ci-dessous soit 
satisfaite: 

N+m 


2 u\(z)|<e 


6.07. Montrer que les séries suivantes convergent uniformément sur les 
ensembles E indiqués entre parenthèses: 


. . 
L. La (E : Iz1 < R = ). 
zlzR<), 3. Ze 


4. DE Re z<ô-1). 


n+z 


(z€E, m=>0). 


(E : Rez=0). 


(z= nn _ 


6.08. Soit lim Via, =1. Montrer que: 


1. La série Zar converge uniformément pour |z| =p=<li. 
2. La série Zae-" converge uniformément pour Re z=ûô>0. 


3. La série 2% cos 7z converge uniformément pour |Im z| <ô<in 2. 


4. La série 3x: 


A converge uniformément pour |z| <p-<min (2 1. 


5. La série Jae-": converge uniformément pour Rezzô>0. 
0 
6.09. Définissons les fonctions f,(z) par les égalités 


PROPRES AR TO EX TA 0) 


Montrer que la suite {/,(z)} converge uniformément vers zéro sur chaque 
ensemble fermé Æ contenu dans le disque |z| <1. 

6.10. Montrer que la suite {2°f,(z)}, où les fonctions /,(z) sont définies 
dans le problème 6.09, converge uniformément vers une certaine fonction 
sur chaque ensemble fermé E contenu dans le disque |z| <1. 


# x X 


G 14728 81 


Soient An), 7 = 1, 2, ..., des fonctions définies sur un ensemble E. Le 
produit infini IT qA(z) est pes uniformément convergent sur l’ensemble 


E, si, pour tout e>0 et pour tous les points z€E, 1l existe un numéro N 
(dépendant de £ mais indépendant de z) tel que pour tout m entier positif 
et pour tous les z€E l'inégalité ci-dessous soit satisfaite: 


6.11. Montrer que, si la série Zu) converge uniformément sur un 


ensemble E, le produit infini Il (1 + (2) converge uniformément lui aussi 
sur l’ensemble E. 

6.12. Montrer que les produits infinis ci-dessous convergent uniformé- 
ment sur les ensembles E indiqués entre parenthèses: 


1. n(i-£) (E : |Z1<=R<oœ), 


næl 


z 
2. II ( +2]e M (EE: IzZ1<R<o). 
CES | n 
3. IT Q +n7?) (E : Rez=d-l1). 
4. Ta +#) (E : Izl<o<l). 
6.13. Montrer que, si les séries Z'u(2) et Z'iu(2)l2 convergent unifor- 
1 1 
mément sur un ensemble E, le produit infini Il (1 +u,(2)) converge unifor- 
1 


mément lui aussi sur l’ensemble E. 


X *X X 
Admettons que pour toute valeur du paramètre z, faisant partie d’un 
ensemble E, la fonction F{(1, z) soit continue par rapport à t dans l’intervalle 
a-=t<b et qu’au point t = b elle devienne infinie (ou bien b= =). L'intégrale 
d 5 

impropre ÎFG, z)dt ayant une singularité au point =b est appelée unifor- 
mément convergente par rapport à z sur l'ensemble E si, indépendamment 
bn fr 

du choix de la suite {b,}, où a = b,, —< b, b, —b, la suite des fonctions ETF (1,2) dt} 

a 
converge uniformément sur l’ensemble E. La convergence uniforme d’une 


intégrale, ayant une singularité au point f=a, est définie d’une manière 
absolument analogue. 
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6.14. Soit q(r) une fonction continue et positive dans l’intervalle (a, b) 
ô 


et soit t) dt = >. Montrer que, si la fonction F(r, z) satisfait à la condition 
Jp q 
a Ô 


Et, z)l =q(r) (ZEE, a <1=<b), l'intégrale [Fr (t, z) dt converge uniformément 
par rapport à z sur l’ensemble E. a | 
6.15. Montrer que les intégrales ci-dessous convergent uniformément 
par rapport à z sur les ensembles E indiqués entre parenthèses: 
I. [r-1e-td (E : Izl=r<), 
1 


1 


2. fi-ie-tdt (E : Rez=5>0). 
0 


e=!{2 
1 + efz 


U) 


{z 
ET (ŒE:Rez=0) 4. [id (E : Rez=ô>0). 
0 Oo 


s. [dr (E : {largzi<x-6, 1210}, 8-0, 0-0) 
0 

6. (4 (E:largi-z)<a<n) 

Je | 

7. 2 (E : larg(1-2)| <a <x). 
0 


D 2 


[r-3 sin td (E : Ü<Rez=<2-0, Ô -0). 


0 


= 


[exp Gr2z9) de (E - Osargz=<T, 11500). 


© 


0 
{sin f ; _ 
10. [éd (E : Rez=ô>0). 
0 

6.16. Soit (1) une fonction ccntinue dans l'intervalle d'intégration 
satisfaisant à la condition |g(1)| =1. Montrer que les intégrales ci-dessous 
convergent uniformément par rapport à z sur les ensembles E indiqués entre 
parenthèses: 


1. fotne-tar (E : Rez=ô>0). 


(4) 
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2. [r-1d (E : 8<Rez<1-8, 8-0). 
0 

3. foi), dt (E : Rez=5>0). 
Q 

4. [ptet cos tzdt (E : |Imz|l<l-ô, à-0). 
0 


5. (Ae-adr (E : IRezl<1-8, 8>0). 


6.17. Soit g(r) une fonction continue pour ? z0 satisfaisant à la condition 
Lo ln PO 


< og. Montrer que l’intégrale Il p(t}e- dt converge uniformément 
+= 
0 


par rapport à z dans le demi-plan Re zzo. 


* X * 


On appelle rayon de convergence d’une série entière Z’c,(z -z,)' un nom- 
0 


bre R, 0O<R=<, tel que pour tout z, pour lequel |z-z,|<R, cette série 
converge, tandis que pour tout z, pour lequel |z—z,| > R, elle diverge. 

Le disque |z—z,| <R, où R est le rayon de convergence de Ia série en- 
tière, est appelé disque de convergence. 


6.18. Montrer que pour le rayon de convergence de la série entière 


> CA(z — 2)”, la formule de Cauchy-Hadamard _ = lim Ylc,]| est valable. 
0 n…+— 


€n_|=R existe, le rayon de con- 


6.19. Montrer que, si la limite lim 


fn 


Cn+1 


vergence de la série entière S'e(z-2) est égal à R. 
0 


6.20. Trouver les rayons de convergence des séries entières suivantes: 


1. Sri. 2, Sfin(n+2)z. 
nul n=0 
C0 Cm 
3. Zap” "0. 4. PATES 
S. S CURE 6. S 
ami (n!} nm12n+1)!...(n+k-—1)! 
7. Z'e-Viz. 8. Zntevr, a>]. 
n=0 n 
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6.21. Soit R le rayon de convergence de la série entière Za. Trouver 


les rayons de convergence des séries entières survantes: 
1. 2 cr (m=1, 2, ...). 
2. Eos (m=1, 2, ...). 
3. ZE F EPA CA 
6.22. Notons les rayons de convergence des séries entières 
2 Qn2”, 27", Z(an+ br), Zanbnr” 


respectivement R,, Rs, Ross Ræ- Montrer que 
Res = min (Ro Rob Ro= RoRy- 


6.23. Soit une série entière Ze dont le rayon de convergence R=0. 
Montrer que 


ne l (|z|<R), 
: ll (Izlæ À). 


6.24. Soit une série entière CS dont le rayon de convergence R —-0 


fn + en 


. _ t 
et soit |z.1 < R. Notons b,(z)= 2 An ET co. Montrer que 
Mas 0 dires 


lim 1b.(z)l"<R- 121. 

6.25. Soit f{(z) une fonction représentable dans le disque |z| <R par la 
série entière convergente fo = Za. Montrer que pour tout «, |æ| <R, la 
fonction /{z) est représentable dans le disque |z2-ax|<R-|x| par la série 
entière fu)= SZ {z- 0}, où 

| b,= PA Gn+m° em em 


nm! 

6.26. Soit f(z) une fonction représentable par une série entière qui con- 
verge dans un certain voisinage du point z=z,. Montrer que, si les coeffi- 
cients de cette série ne sont pas tous nuls, il existe un nombre à 0 tel que, 
pour 0<]z-2| <ô, la fonction f(z) ne s’annule pas. 


6.27. Soit f(z) = Sc, et soit R =—0 le rayon de convergence de cette série 
0 


entière. Montrer que, dans chaque disque |z| <r, où r <R, la fonction /{z) 
ne s’annule qu’en un nombre fini de points si seulement /(z) # 0. 

Dans certains cas, il est nécessaire d’étudier la convergence de la série 
entière sur la circonférence du disque de convergence. 
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6.28. Montrer que, si l'inégalité 
= R ( +®) , Nn>, 


où «x > 1, a lieu, la série entière Z’c,z" converge en tous les points de la cir- 
0 


Cn 


Cn+1 


conférence de son disque de convergence. 
6.29. Soient c, des nombres positifs tels que 


Co” C1” Co... Ch 0. 


Montrer que la série entière Z”’c,z" converge en tous les points de la circon- 
0 


férence |z| = 1, sauf, peut-être, au point z= 1. 


6.30. Dire en quels points de la circonférence du disque de convergence 
les séries ci-dessous convergent: 


2-4 


l z+ + +23 2+. 
2. ZT 3 ER 
4. Zen 5 Zoe (De. 
6. PE OS 7. Er 
Cd 2/2 
8. 2 7, 


6.31. Démontrer le deuxième théorème d’ Abel : Si la série entière Sc," 
0 


converge au point z,, elle converge uniformément sur tout le segment de 
droite joignant le point z=0 au point z,. 


6.32. En s'appuyant sur le duniène. théorème d’Abel, montrer que la 
convergence des séries Zu et Z entraîne la convergence de la série 


Ze. où w,= Zuvns. 


*X * X 


6.33. Soit y(t) une fonction continue pour t=0. Montrer l'existence 


d’un nombre © tel que, pour tous les z satisfaisant à l’inégalité Re z-0, 
l'intégrale 


[pte-t dt (1) 
(1) 


converge, tandis que pour tous les z satisfaisant à l’inégalité Re z<o cette 
intégrale diverge (le nombre © peut être égal à ++). Un tel nombre est 
appelé abscisse de convergence de l'intégrale (1). 
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6.34. Trouver les abscisses de convergence des intégrales suivantes: 


{2 Cr3 
dt. 2. —— dt. 3. Îch tYe-tdt, a>0. 
0 


L. 1+7r2 
0 


0 
e—{2 £- — 
4. Jrad 0 5. Je “dt. 6. Je edt. 


6.35. Notons les abscisses de convergence des intégrales 


['ate-s dt, [otoe- dt, [ (at +b(t))e-" dt, ['atobtoe- & dt 


respectivement ©,, Oh, Ca+s, Ca. Montrer que 
Ca+o = MIN (os, On), Co = Ca + Op- 
6.36. Soit y(t) une fonction continue pour 1 =0 et supposons que l'in- 


tégrale Jte-s dt converge pour z=z,. Montrer que cette intégrale con- 


(i) 
verge umformément sur toute la demi-droite Im z=Imz, Rez=Rez,. 


RÉPONSES 
6.20. 
1.1. 2.1. 3. 4.1l/e 5.1/4 6. k-k 7.1 8. -. 


6.21. - 
1. RM, 2. VR. 3. max(R, 1). 


6.30. 
1. Pour zx1. 2. En tous les points. 3. En tous les points. 4. Pour zÆ1/4. 5. Pour 


| 3 
z# + 4i/27. 6. Pour zx -— 1, msi. 7. Pour zx#1,z# ti. 8 Pour zx1,=x ti. 


6.34. 
1.0. 2. —-1. 3.a 4.0. 5.0. 6. —2. 


$ 7. Homotopies des courbes planes 


Soient E un ensemble fermé quelconque du plan complexe élargi, E, 
un sous-ensemble quelconque de cet ensemble, y, une fonction définie et 
continue sur ce sous-ensemble, et D un domaine quelconque du plan 
complexe. 

Par le symbole {(E, E,, 9, D) nous allons désigner l’ensemble de toutes 
les fonctions /(t) définies et continues sur l’ensemble E et possédant les 
propriétés suivantes: 

a) Les valeurs prises par chaque fonction /(1)€ KE, E,, go, D) aux points 

de l’ensemble E sont contenues dans le domaine D. 

b) Aux points de l’ensemble E,, l'égalité /{r)=œ,(t) a lieu pour toutes les 

fonctions f(1)€ AE, Es, Por D). 
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Deux fonctions /{r) et g(t) appartenant à la même classe Æ(E, E,, po, D) 
sont dites homotopes dans cette classe s’il existe une famille de fonctions 
DA)E AE, E,, Po, D) continûment dépendantes du paramètre s, qui varient 
sur le segment 0=<s = 1, et telles que ®,(r) =/f{r), P.(t) = gr). 

La famille de fonctions ®,(t), O<s=1, est appelée homotopies de la 
fonction f(t) à la fonction g(r). 

L'écriture f{r)sg(tXÆ) signifie que la fonction f{#) est homotope à la 
fonction g{t) dans la classe 4 


7.01. Montrer que la notion d’homotopie des fonctions possède les 
propriétés suivantes : 


1. ft) =f(0). 
2. Sif(t)=g(t), on a aussi g(t)=/f(t). 
3. Sif()sg(r) et gr) = (re), on a aussi /(r) = (1). 


7.02. Montrer que pour chaque fonction /(1)E Æ, il existe un nombre 
e > 0 tel que toute fonction g(r)€ -Æ satisfaisant à la condition |f(t) — g(rt)| <e, 
pour tous les t€E, soit homotope à la fonction f{t). 

Indication. Examiner les homotopies ®, (+) = (1 — s)f{r) + sg(r). 

7.03. Soit FT f]une grandeur définie (elle peut être un nombre, un vecteur, 
une fonction, etc.) pour chaque fonction f(1)€ Æ. Supposons que pour cha- 
que fonction /(r)E 4 il existe un nombre € = O tel que pour toutes les fonctions 
g(r)€ Æ satisfaisant à la condition |f(r)—g{f)| <e (1EE) l'égalité As 
ait leu. Montrer qu’alors la relation f{r) = g(t)-{) entraîne F[f]= FÎg 

7.04. Soit f{r) = g(t)(-) et supposons que les fonctions /{r)et g(r) RUE 
des dérivées partielles continues sur l’ensemble E. Montrer qu’il existe des 
homotopies ®,(1) de la fonction /{f) à la fonction g(f) qui admettent elles 
aussi des dérivées partielles continues sur l’ensemble E. 

7.05. Soit D un domaine convexe. Montrer que deux fonctions quel- 
conques de la classe A(E, E,, g,, D) sont homotopes. 


* X % 


Au moyen de la notion d’homotopies des fonctions, on peut définir les 
homotopies de certains autres objets mathématiques (courbes, domaines, 
etc.). Dans la théorie des fonctions analytiques on n’utilise pratiquement 
que les homotopies des courbes. 

Deux courbes C” et C”’ contenues dans un domaine D sont appelées 
homotopes dans ce domaine, si ces courbes admettent comme équations 
paramétriques 

C': z=2(t), a=<t=b ; CC": z=2{(t), a<t<b, 
avec les fonctions z,(t) et z.(t) homotopes dans la classe (E, E,, g,, D), où 
l’ensemble E est le segment [a, b], l’ensemble E, est constitué par les extré- 
mités de ce segment, y, étant une fonction arbitraire définie aux extrémités 
du segment [a, b]. 

L’homotopie des courbes C” et C”” dans le domaine D est facile à décrire 
en utilisant des termes géométriques: 
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La courbe C’’ est dite homotope à la courbe C” dans le domaine D s'il 
est possible de la déformer continûment en la courbe C” sans dépasser les 
limites du domaine D et en gardant ses extrémités fixes. 

L’homotopie de la courbe C”’ à la courbe C” dans le domaine D sera 
notée de la façon suivante : C”’ = C"(D). 


7.06. Montrer que la notion d’homotopie des courbes jouit des proprié- 
tés suivantes: 

1. CsC. 2. SiC”=C", on a également C'=C”. 

3. SiC”’=C'et si C’’’=C”, on a également C’”’=C!. 


Admettons que l'extrémité de la courbe C, coïncide avec l’origine de 
la courbe C,. Dans ce cas, on appellera produit C;C, de la courbe C, par 
la courbe C, la courbe obtenue en parcourant consécutivement d’abord la 
courbe C,, ensuite la courbe C, (pour plus de détails, voir les explications 
précédant le problème repéré 3.34). Le symbole C-1 signifie que la courbe 
C est parcourue en sens inverse. 


7.07. Montrer que: | 

1. SiC=C,C, et si CisC et CzC, on a également C&zC;C. 

2. SiC’=C, on a également (C9-1zC-1 

3. SiC=CCetsiC,=CietCs=C, on a également C-1&(C;)-1(C;)"1. 

4. Si l’extrémité de la courbe C coïncide avec l’origine de la courbe C,; 
et si C;=C,, on a également CæCC;(C:)-1. 


7.08. Montrer que, si un domaine D est convexe, toute courbe qu’il 
contient est homotope dans ce domaine à un segment de droite allant de 
l’origine de la courbe à son extrémité. 


7.09. Montrer que chaque courbe est homotope à une certaine ligne 
brisée comportant un nombre fini de segments. 


L’homotopie des courbes fermées sera conçue comme l’homotopie des 
courbes non fermées dont l’origine et l’extrémité coïncident. Cela signifie 
que sur la courbe fermée il faut désigner un point d’origine qui doit rester 
fixe lors de la déformation. 


7.10. Montrer que chaque courbe fermée C est homotope à une ligne 
polygonale du type C.C....C,, où C, sont des lignes polygonales fermées 
simples. 

7.11. Montrer que chaque courbe fermée C d’origine z, est homotope 
à une ligne polygonale du type C,C....C,, où C4 sont des lignes polygo- 
nales fermées simples d’origine z,. 


Une courbe fermée d’origine z, est dite homotope à zéro dans un do- 
maine D si elle est contenue dans le domaine D et si l’on peut la contracter 
au point z, sans dépasser les limites du domaine D ni déplacer son point 
d’origine 2,. 


7.12. Soit C une ligne polygonale fermée simple qui borne le domaine 
simplement connexe D, contenu dans un domaine D. Montrer que la ligne 
polygonale C est homotope à zéro dans le domaine D. 
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Indication. Montrer d’abord que sur la ligne polygonale C on peut 
toujours trouver trois sommets consécutifs tels que le triangle qu’ils déter- 
minent soit contenu dans le domaine D,. Cela permettra de remplacer la 
ligne polygonale C par une ligne polygonäle homotope présentant un 
sommet de moins. 

7.13. Montrer que dans un domaine simplement connexe toute ligne 
polygonale fermée est homotope à zéro. 

Indication. Voir les problèmes 7.11 et 7.12. 


x * X 


Soient deux courbes C’ et C”’ homotopes dans un domaine D. Les 
courbes C,, 0O=<s=<l, qui dépendent continûment du paramètre s, sont 
appelées homotopies de la courbe C' à la courbe C”’ dans le domaine D si : 

a) toutes les courbes C, sont contenues dans le domaine D, C,=C" et 
6x = C"': 

b) toutes les courbes C, ont leur origine en un même point et finissent 
en un même point. 


7.14. Soient deux courbes C’ et C’’ homotopes dans un domaine D. 
Montrer que: 

1. Si les courbes C’ est C”’ sont des courbes lisses par morceaux, les 
homotopies C,, 0=s<1, peuvent être choisies de telle façon que toutes les 
courbes C, soient lisses par morceaux. 

2. Si les courbes C’ et C”’’ sont des courbes lisses, toutes les homotopies 
Cs, 0<s=<1, peuvent être choisies en tant que courbes lisses. 

3. Si C’ et C’’ sont des lignes polygonales, les homotopies C,, 0=s=1, 
peuvent être choisies en tant que lignes polygonales comportant un nombre 
de segments uniformément limité. 

4. Si C’ et C’’ sont des courbes rectifiables respectivement de longueur 
let 7”, les homotopies C,,0=s=1, peuvent être choisies en tant que courbes 
rectifiables telles que la longueur de chaque courbe C, ne dépasse pas la 
grandeur max (/’, /”). 


7.15. Soient C’ et C’”’ deux courbes homotopes dans un domaine arbitrai- 
re D. Montrer que ces courbes sont aussi homotopes dans un certain do- 
maine plus restreint D,c D borné par un nombre fini de lignes polygonales 
fermées simples. 

Indication. Soient C., 0=s<1, les homotopies de la courbe C” à la 
courbe C”’. L'ensemble des points du domaine D situés au moins sur l’une 
des courbes C, est un ensemble fermé. 

On appelle composante de la frontière du domaine D l’ensemble fermé 
maximal contenu par la frontière du domaine D et qui ne peut pas être dé- 
composé en deux ensembles fermés ne possédant pas de points communs. 
Le nombre de composantes de la frontière du domaine D du plan complexe 
élargi constitue une caractéristique topologique importante du domaine. 
Si la frontière du domaine D du plan complexe élargi est constituée par 
m composantes, le domaine D est un domaine m-connexe. 
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7.16. Soit D un domaine m-connexe arbitraire privé du point z= et 
soient C’ et C”’ deux courbes contenues dans ce domaine. Prenons un point 
sur chacune des composantes de la frontière du domaine D (admettons que 
le point z = + se trouve parmi ces points) et notons D* tout le plan complexe 
élargi privé des points considérés. Montrer que les courbes C” et C”’ sont 
homotopes dans le domaine D si, et seulement si, elles sont homotopes 
dans le domaine D*. 

Indication. Voir les problèmes 7.13 et 7.15. 


X * * 


Soit C une courbe qui se présente sous la forme C=C,C:C,Cs.-.C,C;, 
où Cj sont des tronçons de cette courbe contenus dans un domaine D, 
tandis que C, sont des tronçons situés en dehors de ce domaine. Nous allons 
appeler déformation de la courbe C dans le domaine D le remplacement de la 
courbe C par la courbe C=C;Ci'C;Cs...C,C;, où Cx est une courbe 
arbitraire contenue dans le domaine D et dont l’origine et l’extrémité coïnci- 
dent respectivement avec l’origine et l’extrémité de la courbe C;. 


7.17. Soit F[C] une grandeur définie pour chaque courbe C contenue 
dans un domaine D. Montrer que, si lors de la déformation de chaque 
courbe C la grandeur F[C] ne varie pas dans un voisinage assez petit de 
chacun de ses points, la relation C’ = C”’(D) entraîne l'égalité F[C']= F[C"]. 


Soit C une courbe qui ne passe pas par le point z,. La grandeur v(z,, C), 
qui est l’indice du point z, par rapport à la courbe C, est définie comme la 
variation de la grandeur = arg(z — z,) lorsque le point z parcourt la courbe 
C [dans ce cas, la grandeur arg(z — z,) doit varier continûment]. 


7.18. Soient C’ et C’”’ deux courbes contenues dans un domaine D et 
Soit z, un point situé en dehors de ce domaine. Montrer que, si les courbes 
C" et C”” sont homotopes dans le domaine D, »(z,, C’)=»(2, C”). 

7.19. Montrer que la circonférence |z| =1 parcourue une fois dans le 
sens inverse des aiguilles d’une montre (z= 1 étant le point de départ) n’est 
pas homotope à zéro dans le domaine 0 =<}|z| <. 

Indication. Voir le problème 7.18. 

7.20. Soit C une ligne brisée fermée simple d’origine z= 1, qui ne passe 
pas par le point z=0, et soit D le domaine borné par cette ligne polygonale 
(la ligne polygonale C est parcourue de façon que le domaine reste à sa 
gauche). Notons J' la circonférence |z| =1 d’origine z=1 parcourue une 
fois dans le sens inverse des aiguilles d’une montre. Montrer que: 

1. Si0€ D, alors C&T" dans le domaine 0 <}z| <<. 

2. Si € D, alors C&1"-1 dans le domaine 0 <]|z| < =. 

3. Si le domaine D ne contient ni le point z=0, ni le point z= +, la 

ligne polygonale C est homotope à zéro dans le domaine O<1|z| <<. 

7.21. Montrer qu’une ligne fermée arbitraire C est homotope à zéro 
dans le domaine 0 <|z| <1 si, et seulement si, »(0, C)=0. 

Indication. Voir le problème 7.11. 
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7.22. Soit D un domaine doublement connexe et soit z, un point quel- 
conque situé en dehors de ce domaine. Montrer que les courbes C” et C”’ 
contenues dans le domaine D sont homotopes dans ce domaine si, et seule- 
ment Si: 

a) les courbes C” et C”” ont les mêmes origine et extrémité; 

b) vzo, C)= "20, C”). 

7.23. Soit C une ligne polygonale fermée simple qui ne passe pas par 
le point z=-0. Notons n* le nombre d’intersections de la ligne polygonale 
C'avec le demi-axe réel positif de bas en haut et notons n- le nombre de ces 
mêmes intersections, mais de haut en bas. Montrer que 


n+-n-=#(0, C). 


7.24. Soient D, et D, deux domaines, dont l'intersection est un domaine 
non vide simplement connexe D,, et soit D la réunion de ces domaines. 
Montrer qu’une ligne polygonale fermée arbitraire C d’origine z,€ D, con- 
tenue dans le domaine D est homotope à une certaine ligne polygonale C* 
de la forme C*=CiCi CCS ...C;Cr, où Cx sont des lignes polygonales 
fermées d’origine z, contenues dans le domaine D,, tandis que C£ sont des 
lignes polygonales fermées d’origine z, contenues dans le domaine D.. 

Indication. Séparer en deux parties le domaine D, par une ligne poly- 
gonale l” joignant le point z, aux deux points frontières communs des do- 
maines D, et D,. La ligne polygonale J' convenablement choisie va couper 
chaque ligne polygonale C en parties dont chacune est contenue seulement 
dans l’un des domaines D, ou D... 


7.25. Conservons les notations du problème 7.24 conformément aux- 
quelles 
CROCCC":C0C7. 


Montrer que la courbe C est homotope à zéro dans le domaine D si, et 
seulement si, toutes les courbes C; sont homotopes à zéro dans le domaine 
D, , tandis que toutes les courbes Cj’ sont homotopes à zéro dans le domaine 


2° 
Indication. Voir le problème 7.17. 


7.26. Désignons par le symbole D* le plan complexe élargi privé des 
points z=1,z-= —1] et z=+, par le symbole C, la circonférence 1z—-1|= 1], 
parcourue une fois dans le sens inverse des aiguilles d’une montre, et par le 
symbole C, la circonférence |z+ 1|=1 parcourue une fois dans le sens 1in- 
verse des aiguilles d’une montre (le point z=0 est pris comme point de 
départ pour les deux circonférences). Montrer que la courbe C-C,C,CrC1 
n’est pas homotope à zéro dans le domaine D*, bien que la grandeur v(z,, C) 
soit nulle pour tout point z,< = situé en dehors du domaine D*. (Cela si- 
gnifie, en particulier, que la condition d’homotopie de deux courbes proposée 
au problème 7.18 n’est que nécessaire sans être pour autant suffisante si le 
nombre de connexions du domaine est supérieur à 2.) 


7.27. Soit y une composante quelconque de la frontière d’un domaine D. 
Montrer que toutes les courbes fermées simples de même origine bornant 
un certain domaine, qui contient la composante y sans contenir de points 
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des autres composantes de la frontière du domaine D, sont homotopes 
entre elles dans le domaine D (en parcourant la courbe, le domaine qu'elle 
borne doit rester à gauche). 


* * X 


Un ensemble G est appelé groupe si: 

a) Pour tout couple d'éléments a€C} et be G leur produit ab est défini 
et constitue aussi un élément de l’ensemble (©. 

b) La multiplication est associative, c’est-à-dire que pour trois éléments 
quelconques a, b, c de l’ensemble G l'égalité (abc =a(bc) est valable. 

c) Dans l’ensemble G il y a un élément e (l’unité du groupe) tel que pour 
tout élément a€C les égalités ae = a et ea=a aient lieu. 

d) Pour chaque élément a de l’ensemble @, on trouve dans ce même 
ensemble un élément a-1 (l’inverse de a) tel que les égalités aa-!=e et a-!a- 
= e aient lieu. 


7.28. Montrer que l'ensemble de tous les nombres complexes différents 
de zéro forme un groupe si comme multiplication on admet la multiplica- 
tion ordinaire des nombres complexes. 

7.29. Montrer que l’ensemble de tous les nombres entiers forme un 
groupe si comme opération de multiplication dans ce groupe on considère 
l'addition des nombres. 


7.30. Montrer que l’ensemble de toutes les matrices de la forme È d ; 


où a, b, c, d sont des entiers satisfaisant à la condition ad—bc= 1, forme 
un groupe si la multiplication de deux matrices est définie par l'égalité 


CA a) (re ë) _fa+b,c ab,+ 2) 
C; d)\c -(aa+dc cb:+d,d.]' 


7.31. Montrer que l’ensemble de toutes les fonctions homographiques 


de la forme T{(z) -+i , Où 4, b, c, d sont des nombres complexes arbitraires 
satisfaisant à la condition ad-bc #0, forme un groupe si par la multipli- 
cation de T;(z) par T.(z) dans ce groupe on entend le passage à la fonction 
TÂTG))- 

Soient donnés 2m symboles a,, a;!, a,,a;!, ...,a,, ax que nous allons 
appeler « lettres ». Appelons « mot » un nombre fini arbitraire de « lettres » 
écrites l’une après l’autre. Deux de ces « mots» sont considérés égaux 
s'ils coïncident à la suite du biffage de toutes les combinaisons a,a;!, se 
trouvant côte à côte, qu'ils contiennent. Nous allons appeler multiplication 
de deux « mots » le « mot » obtenu en écrivant le deuxième facteur à la 
suite du premier. 


7.32. Montrer que l’ensemble de tous les « mots » possibles (y compris 
le «mot» vide), composés à partir de 2m « lettres » données, forme un 
groupe par rapport à l’opération de multiplication des « mots » décrite 
ci-dessus. 


93 


Deux groupes G et G1 sont appelés isomorphes si entre leurs éléments 
on peut établir une correspondance biunivoque telle qu’au produit de tout 
couple d’éléments d’un groupe corresponde le produit des images de ces 
éléments dans l’autre groupe. 


7.33. Montrer que le groupe des « mots » formés de deux « lettres » 
a et a”! est isomorphe au groupe des nombres entiers par rapport à l’addi- 
tion. 


Soit C une courbe contenue dans un domaine D. L'ensemble de toutes 
les courbes homotopes à la courbe C dans le domaine D est appelé classe 
d'homotopie de la courbe C et est noté [CT]. Pour les classes d’homotopie 
(pas pour tout couple, il est vrai), la multiplication peut être définie en po- 
sant [C,.[C]=[C:C]. On vérifie aisément que la possibilité de multiplier 
les classes d’homotopie données et le résultat de cette multiplication ne 
dépendent pas du choix du représentant dans chacune des classes d’homo- 
topie multipliées. 


7.34. Montrer que l’ensemble de toutes les classes d’homotopie des 
courbes fermées, contenues dans un domaine D et d’origine z,€ D, forme un 
groupe par rapport à l’opération de multiplication des classes d’homotopie 
définie plus haut. 


Le groupe de toutes les classes d’homotopie des courbes fermées con- 
tenues dans le domaine D et d’origine z,€ D est appelé groupe fondamental 
du domaine D par rapport au point z, et se note x,(z,, D). 


7.35. Montrer que les groupes fondamentaux d’un même domaine par 
rapport à différents points de ce domaine sont isomorphes. 

7.36. Montrer que le groupe fondamental d’un domaine doublement 
connexe est isomorphe au groupe des nombres entiers par rapport à l’addi- 
tion. 

Indication. Voir le problème 7.22. 

7.37. Soient D, et D, deux domaines arbitraires, dont l'intersection est 
un domaine non vide simplement connexe D,, et soit D la réunion de ces 
domaines. Montrer que le groupe fondamental du domaine D, est isomorphe 
au groupe de « mots » de la forme a,b,a.b....a,b,, où a, sont des éléments 
du groupe fondamental du domaine D,, tandis que b, sont des éléments 
du groupe fondamental du domaine D,. Avec cela, les « mots » sont con- 
sidérés égaux s’ils coïncident à la suite de toutes les simplifications possibles 
(biffage des éléments unités qui se rencontrent parmi a, et b, et réunion en 
un seul élément des produits d'éléments appartenant à un même groupe). 

Indication. Voir les problèmes 7.24 et 7.25. 


7.38. Montrer que le groupe fondamental d’un domaine m-connexe est 
isomorphe au groupe de « mots » composés à partir de 2n — 2 «lettres ». 

Indication. Opérer par récurrence sur m en considérant le domaine m- 
connexe comme la réunion d’un domaine (m-—1)-connexe et d’un domaine 
doublement connexe. Utiliser les résultats des problèmes 7.36 et 7.37. 

Les éléments a;, &, ..., 4, d’un groupe G sont appelés éléments gené- 
rateurs si chaque élément de ce groupe peut être présenté sous la forme d’un 
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« mot » composé de « lettres » a,, a;1, ...,a,, ax (cette fois-ci, le « mot » 
signifie le produit des « lettres » qui le composent). Si, dans ce cas, les 
« mots » distincts (c’est-à-dire qui ne sont pas égaux dans le sens défini 
immédiatement avant le problème 7.32) sont des éléments distincts du groupe 
C, le groupe G est appelé groupe libre à éléments générateurs a;, a, ..., an. 

7.39. Montrer que le groupe fondamental d’un domaine m-connexe D 
par rapport à un point z,€ D est un groupe libre à éléments générateurs 
LL} ..., n-a1l, où Z',, ..., l'n-1 sont des lignes polygonales fermées 
simples d’origine z, telles que le domaine D, borné par la ligne polygonale 
l', contient dans son intérieur l’une des composantes intérieures de la 
frontière du domaine D, sans contenir de points appartenant aux autres 
composantes de la frontière de ce domaine. (II est bien naturel que différentes 
lignes polygonales 7”, correspondent à différentes composantes de la frontière 
du domaine D.) 

7.40. Admettons les notations du problème 7.39. Soit donnée une fonc- 
tion F[C] définie dans toutes les classes d’homotopie, formant le groupe 
fondamental x,(z, D) telle que 


FGC:]1=AC]+ FC] 


pour tout couple de classes d’homotopie [C,] et [C,] du groupe fondamental 
71(Z, D). Montrer que pour toute courbe fermée C d’origine z, contenue 


m—1 
dans le domaine D, l'égalité F[C]= Z'r(z, C)F[Li] est valable (ici z, est un 
k=1l 


point arbitraire situé sur la composante de la frontière du domaine D con- 
tenue dans l’intérieur de la ligne polygonale J';). 


CHAPITRE I 
FONCTIONS RÉGULIÈRES 


$ 8. Conditions de Cauchy-Riemann. Fonctions harmoniques 


Une fonction /f{z) définie dans un certain voisinage d’un point z, est 
appelée différentiable en ce point si la limite finie 


: f (z) —f(Z =f! 
Mes. 7 Î (20), 
appelée dérivée de la fonction f{z), existe. 
Une fonction /{z) est appelée différentiable dans un domaine D si elle est 
définie dans ce domaine y étant différentiable en chacun de ses points. 


8.01. Trouver tous les points où les fonctions ci-dessous sont différen- 
tiables : 

1. Re z. 2. xyAz=x+iy). 3. |zl2 4. xt +ip{z= x +iy). 

5. zRez. 6. 2xy-i(x?-y")(z2=x+iy). 


8.02. Montrer que: 

1. Si deux fonctions /{(z) et g(z) sont différentiables en un point z,, les 
fonctions F,(z)=/f{z) +g{z) et F.(z)=/f{z)g(z) sont différentiables elles aussi 
en cepoint,et 


Fi =f (2) +8 (0), Fo) =f (20820) + zD8 D 
2. Si deux fonctions /{z) et g{(z) sont différentiables en un point z, et si 
£(20) “0, la fonction F(z) = re est également différentiable au point z, et 


FD = LEE 


3. Si une fonction /(z) est différentiable en un point z,, tandis qu’une 
fonction g(0) est différentiable en un point {,=/{2),la fonction F(z)= g(f{2)) 
est aussi différentiable au point z, et F’(z) =£"(f{20))f'(20). 

8.03. Montrer que, pour tout n entier, la fonction z" est différentiable 
dans tout le plan, où bien dans tout le plan privé du point z=0 (pour n <0), 
et que (z") =nz-1, 

8.04. Montrer qu’un polynôme en z est une fonction différentiable dans 
tout le plan, tandis qu’une fonction rationnelle est différentiable dans tout 
le plan à l’exception des points où le dénominateur s’annule. 

8.05. Soit /(z) une fonction définie dans le disque |z — a| < R par l'égalité 


fO=Z ce-d, miles. 
n=0 An 


9% 


Montrer que la fonction /{z) est différentiable dans le disque |z-a|<R et 
que 


f'@= Zee ay 


8.06. ne la fonction e’, pour toute valeur complexe de z, par 
l'égalité e’ = 2: . Montrer que, pour toute valeur complexe de la cons- 


tante a, l'égalité (ex) = = de” reste valable. 
8.07. Définissons les fonctions sh z, ch z, sin z, cos z par les égalités 
suivantes: 


shz=7 (ee), chz=5(e#+e-s), 
sin z= (er - —e7%), cos z= + (er + et). 
Montrer que: 
1. (sh z) =ch z. 2. (chz) =shz. 
3. (sin z) = cos z. 4. (cos z)' = —sin z. 


8.08. Trouver où les fonctions ci-dessous sont différentiables et écrire 
les formules pour leurs dérivées: 


1. ebz, 2. sin (2e). 
3. snzchz-icoszsh z. 


S. & Z COS Z 


=: nhdteies 
4. ze”2. re 


8.09. Dire où les fonctions ci-dessous sont différentiables et trouver 
leurs dérivées : 


ez+1 1 
1. tg z. 2: ctg z. 3. 2-1" . Ez+cgz" 


5. (-e”:)-*. 6. —— 


cos z-sinz" 
Soient u(x, y) et v(x, y) deux fonctions réelles définies dans un certain 
voisinage d’un point (x, ) et différentiables en ce point. Si 
Lx Yo) = vÿ(xo; Jo), u,(Xo» Jo) = —{%0 Yo), 
on dit que les fonctions u{(x, y) et v{x, y) satisfont aux conditions de Cauchy- 
Riemann au point (x, Yo). 
8.10. Soient (x, y) et v(x, y) deux fonctions satisfaisant aux conditions 
de Cauchy-Riemann en un point (x,, »). Notons set n deux vecteurs ortho- 
gonaux, et désignons par > 2 et _ les différentiations suivant les directions 


de ces vecteurs (au point cc. vo). Montrer que, si le couple de vecteurs 
s, n est orienté positivement (le produit vectoriel [s, n] est positif), alors 
Ou _d0 du _ _ du 
0s On’ On 05° 
7 14728 97 


8.11. Montrer qu’en coordonnées polaires r, o les conditions de Cauchy- 

Riemann s’écrivent 
du 1 dv dv l' ‘ou 
0r r0p° à ro 

Pour la résolution des problèmes ci-après, l’utilisation du théorème qui 
suit est essentielle: 

Pour qu’une fonction f(z) soit différentiable en un point z=x9+iyo, il 
faut et il suffit que les fonctions u(x, y)=Re f{x+iy), v(x, y)= Im f(x +iy) 
soient différentiables au point (x,, y) et satisfassent aux conditions de Cauchy- 
Riemann en ce point. 


8.12. Soit f(z) une fonction différentiable en un point z,=x,+iy,. Posons 
u(x, y) = Re f(x + iy), vx, y)= Im /(x + iy). 
Démontrer que les formules suivantes sont vraies : 
1. f'(z) = 4x0; Jo) + i0(X0> Yo). 
2. f'(0) = 2x0 Yo) — iu(Xos Yo). 
3. f'(2) =ULXos Yo) — UN Xos Yo). 
4. FD) = V{Xo Yo) + I ÂXos Yo). 
5. fG)l=u+uf=ur+v=u +0} = 02 + vf. 
8.13. Soit /(z) une fonction différentiable dans un domaine D en tous 
les points duquel sa dérivée s’annule. Montrer que f{(z)=const. 
8.14. Soit /(z) une fonction différentiable dans un domaine D. Mon- 
trer que si l’une des fonctions 
u(x, y)=Ref(x+iy), vx, y)=1m/(x+iy), 
o(x, »)=IfCx+iy)l,  p@, y)=arg f(x +iy) 
reste constante dans le domaine D, alors f{z)=const. 
8.15. Soit f(z) une fonction différentiable dans un domaine D et soit 
A Re f{z) + B Im /(z) + C=0, 
où À, Bet C sont des constantes réelles parmi lesquelles l’une au moins 


est différente de zéro. Montrer que f{z)=const. 
8.16. Soit /(z) une fonction différentiable dans un domaine D et soit 


Re f{z) = F(Im f{z)), 


où F(t) est une fonction strictement monotone et continüment différentiable 
sur tout l’axe réel. Montrer que f{z)=const. 
Indication. Utiliser la formule 5 du problème 8.12. 


Une fonction f{z) est appelée régulière en un point z, si dans un certain 
voisinage de ce point elle est représentable par la série entière convergente 


fu)= Zc(z- 2)" (si =, la différence z-z, est à remplacer par 1/2). 
(+ 


Une fonction f(z) définie dans un domaine D est appelée régulière dans 
ce domaine si elle est régulière en chaque point de ce domaine. 
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Un critère de régularité important est à retenir: 
Si une fonction est différentiable dans un domaïne D, elle est réguliere 
dans ce domaine. 


8.17. En s’appuyant exclusivement sur la définition d'une fonction 
régulière, démontrer les assertions suivantes: 

1. La somme et le produit des fonctions régulières en un point z, sont 
réguliers au point 2,. 

2. Le quotient de deux fonctions régulières en un point z, est également 
régulier au point z, si en ce point le dérominateur est différent de zéro. 

3. Si une fonction /(z) est régulière en un point z, et si une fonction g(z) 
est régulière en un point ,=/(z), alors la fonction F(z) = g(/(z)) est régulière 
au point z. 

4. La somme d’une série entière est une fonction régulière dans le disque 
de convergence de cette série. 

5. Une fonction régulière en un point z, est indéfiniment différentiable 
au point z,. 

8.18. Soit /(z) une fonction régulière en un point z=x9+i- Montrer 
que les fonctions u(x, y) = Re /{x + iy) et (x, y)=1Im/{x+iy) sont indéfini- 
ment différentiables au point (x, },) et qu'elles sont représentables par les 
séries 


u(x; y)= Z Z An ex — Xo) (> — Jo)”, 


n=0 MmMm0 


(x, })= 2 ZE, mx = x) CO — Jo)”, 


qui convergent pour |x—x,l et |y-}.l assez petits. 


* * X 


Une fonction réelle u(x, y) définie dans un domaine D et admettant 
dans ce dernier des dérivées partielles continues du premier et du second 
ordre est appelée harmonique dans le domaine D si elle y vérifie l’équation 
de Laplace 

Ou Ou 
Au= st xs 0 
(par le symbole À on désigne l’opérateur différentiel À = meta , nommé 
opérateur de Laplace). 

Il est connu qu’une fonction u(x, y) harmonique dans un domaine D est 
indéfiniment différentiable en chaque point de ce domaine (par rapport aux 
variables réelles x et y). 


8.19. Montrer qu’une combinaison linéaire à coefficients constants de 
n’importe quel nombre de fonctions harmoniques dans un domaine D est 
également une fonction harmonique dans ce domaine. 

8.20. Soit u(x, y) une fonction harmonique dans un domaine D. Montrer 
que la fonction ci-dessous est harmonique dans le domaine D: 


us u(x, }) (m=0, 1, 2, ... ; n=0, 1, 2, .….). 
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8.21. Soient u(x, y) et (x, y) deux fonctions définies dans un domaine 
D y admettant des dérivées partielles continues du premier et du second 
ordre. Montrer que, si les fonctions u(x, y) et v(x, y) sont différentiables 
dans le domaine D et satisfont dans ce dernier aux conditions de Cauchy- 


00e jou mn alors elles sont harmoniques dans le do- 


maine D. 


Un couple de fonctions w(x, y), v(x, y) harmoniques dans un domaine 
D et y satisfaisant aux conditions de Cauchy-Riemann est appelé couple de 
fonctions harmoniques conjuguées (l’ordre que les fonctions occupent dans 
le couple est essentiel). 


8.22. Soit /(z) une fonction régulière dans un domaine D. Montrer qu’un 
couple de fonctions u, v, où u=Ref{x+iy), v=Im/f{x+iy), constitue un 
couple de fonctions harmoniques conjuguées dans le domaine D. 

8.23. Soit u, v, ou bien u,, v (k = 1, 2) des couples de fonctions harmoni- 
ques conjuguées dans un domaine D. Montrer que les couples U, F ci- 
dessous forment également des couples de fonctions harmoniques conju- 
guées dans le domaine D: 


1. U=au-br, V = bu + av (a et b sont des constantes). 
2. U=au, + bu,, V = av, + bv, (a et b sont des constantes). 
3. U=u,u,-viv, V=u;v,; +1. 

4, U=e" cos v, V=e sin v. 

5. U=e"-" cos 2uv, V=e-" sin 2uv. 

6. U=eu cos =, V = euv sin +. 


8.24. Soit u, v un couple de fonctions harmoniques conjuguées dans un 
domaine D, et soit w, y un couple de fonctions harmoniques conjuguées 
dans un domaine G. Montrer que, si les valeurs de (x, y) + iv(x, >) se situent 
dans le domaine G pour tous x +iyE D, alors le couple U, V, où 


U(x, p)=p(u(x, y), v(x, })), V(x, y) =p(u(x, y), vx, })) 


représente un couple de fonctions harmoniques conjuguées dans le do- 
maine D. 

8.25. Soit u, v un couple de fonctions harmoniques conjuguées dans un 
domaine D. Montrer que le couple U, F, où 


U(x, »)= PT € y) VG »)= pen VC, y), 


représente un couple de fonctions harmoniques conjuguées dans le do- 
maine D. 

8.26. Soit u, v un couple de fonctions harmoniques conjuguées dans un 
domaine D en aucun point duquel les fonctions u et v ne s’annulent simulta- 
nément. Montrer que la fonction 


U(x, y)=In[u{x, y)+v{x, y)] 


est harmonique dans le domaine D. 
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8.27. Soient u, v, et , v, deux couples de fonctions harmoniques con- 
juguées dans un domaine D, la première des fonctions composant les 
couples étant la même. Montrer que v,(x, y)-v.(x, y)=const. 

8.28. Soit D un domaine simplement connexe et soit (x, y) une fonction 
harmonique dans ce domaine. Montrer que l'intégrale 


(la courbe l'est rectifiable et est contenue dans le domaine D) ne dépend 
pas du chemin d'intégration, étant fonction seulement des points de départ 
et d’arrivée de ce chemin. 

8.29. Soit u(x, y) une fonction harmonique dans un domaine simplement 
connexe D. Montrer que: 

1. La fonction définie par l'égalité ci-dessous est une fonction harmo- 
nique dans le domaine D: 

(x, y) 


= [ (-Hax+d à) 
Go Yo) 


(le chemin d'intégration est contenu dans le domaine D). 

2. Les fonctions u, v constituent un couple de fonctions harmoniques 
conjuguées, tandis que la fonction /{(z) définie par l’égalité {x + iy) = u(x, y) + 
+ iv(x, y) est une fonction régulière de z=x+iy dans le domaine D. 

8.30. Dans les problèmes qui suivent, l’une des fonctions (4 ou v) consti- 
tuant un couple de fonctions harmoniques conjuguées (dans tout le plan) 
est donnée. Trouver la seconde fonction du couple. 

l.u=xy. 2u=x-}y"+xy. 3. v=7ycos y sh x+x sin y ch x. 

4. u=rpcosp+rinrsinmpm(z=x+iy=ref#). 


8.31. Trouver toutes les fonctions harmoniques de la forme: 
1. u=p(x?+y7. 2. u=qp(x" - y°). 


3. u=® (] | 4. u=p(>). 


8.32. Trouver les fonctions harmoniques conservant une valeur constante 
sur chaque courbe des familles de courbes ci-dessous: 


1. x=C. 2 y=Cx. 3. x+y°=C. 4. x?+y7?=Cx. 


8.33. Soit u(x, y) une fonction continue, de même que ses dérivées 
partielles jusqu’au troisième ordre inclusivement, dans un domaine D. 
Montrer que la condition 


du, 2 ("46 \_0n 2 (4 \_ 
dy dx CJ+ 0x dy BÉ 2] = 
ox dy). 0x É 
est nécessaire et suffisante pour que la fonction (x, y)=œ{u(x, y)) harmoni- 


que dans le domaine D existe. 
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Indication. Utiliser le critère suivant de la dépendance fonctionnelle 


fx, y) = F(£(x, })) : l'expression # SE -T 2 doit être identiquement nulle. 


* X * 


Parfois, à la place des variables x et y 1l est commode d'utiliser les 
variables z=x+iy et Z=x—iy. 


Les opérations ? et Z seront formellement définies par les égalités 


2.1(2 2), 2 113) 
0z 21\9x dyJ’  9z 0x dy 


La prise de la dérivée partielle formelle À ne doit pas être confondue 


avec l’opération de différentiation _ définie au début du paragraphe. 


8.34. Soit /(x, y) une fonction admettant des dérivées partielles continues 
du premier ordre. Vérifier que 


df=% dx +% dy = az +4 az. 


8.35. Vérifier que les conditions de eo in exprimées à l’aide 


des variables z et Z prennent la forme L- =0 où Ÿ =0 (ici, f=u+iv). 
8.36. Vérifier que l'équation de Laplace Au = 6. dans laquelle figurent 


les variables z et Zz, est de la forme ne =(. 


0z 9Z 
8.37. Montrer que pour la fonction u, qui prend des valeurs réelles, la 
du [Ou . 
relation Fe (2) a lieu. 
8.38. Vérifier que la formule du jacobien J À 2 A , Contenant 
y dy 9x 
les variables z et z, …. la forme J=4iRe ( : 2 |. 
8.39. Trouver et‘ et == = pour les fonctions suivantes: 
1. F=1]z!. 2. F=|z-alP, -<p<o, 


SE=VLeaps|z de V4 paire), 


Iz—al-ilz+al 


8.40. Trouver 2 pour les fonctions suivantes: 


1. F=1z/P, — <pD<. 2: F=erlil, — æ<pD<, 


3. F=in|z-a|. 4. F=ln(1+1zl. S. F- arctg LE. 
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8.41. Soit /(z) une fonction régulière. Démontrer les formules ci-dessous : 
. a (ED HO 

2. = ()?) 2 AAA GE,  -<<p<e. 

3. 2 (Ref) = 1 FC). 

4 > ue f@))=f" 0). 

Se _ = enfal = F era (e +7 75) fr. 

6. ln (1+ If) = DS 


+ 1f(2) pi 


8.42. Soient F(1) une fonction deux fois différentiable d’une variable 
réelle, w(z) une fonction régulière et (x, y) une fonction harmonique. Dé- 
montrer les formules ci-dessous: 


1. 2 F(u(x, }))= F'(u(x, D)EE 

2. à FAI) = 7 F ME: 
3. = FUG, }))=F"(u(x, y)) # . 
4. _ F(1/()1) = FOIE" (1Q)1) + QT 2 FE) D). 


8.43. Soit u, v un couple de fonctions harmoniques conjuguées. Montrer 
que 


du _;0v Ou _ _ ;de 
0z 0:” 9: Cr 
8.44. Soit P(x, y) un polynôme en x et y à coefficients complexes. Notons 
P*(z,z)=P FF, 2-2). Montrer que: 
1. Les fonctions 


u(x, y)= Re P(x, y), vx, y)=Im P(x, y) 
satisfont aux conditions de Caucky-Riemann si, et seulement si, le polynôme 
P*(z, 2) ne dépend pas de z. 

2. Le polynôme P(x, y) vérifie l’équation de Laplace AP =0 si, et seule- 
ment si, le polynôme P“(z, z) peut être mis sous la forme Q,(z) +Q.(2), 
où Q, et Q, sont des polynômes. 

$ Li 

8.45. Définissons pour les polynômes Q(z, =) les opérations u et 2 

comme des opérations linéaires satisfaisant aux conditions 


9° = —1 9° 71) — zn—1 
7 G"2)= men, EE (Z)=nz"z" 
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(m et n sont des entiers non négatifs). Montrer que 


OP  9*P* 9P 9°P*. _p{ztz 2-7 
ne. (P*e,9=P ( 12). 


07 0z ? 2 * 2 
8.46. Soit P(z) un polynôme à une indéterminée z. Posons 
Q()=P(). 
Montrer que : 


1. La fonction Q(z) est un polynôme à une indéterminée z. 
2. Les formules suivantes ont lieu: 
P(z)+Q(@)=2Re P(z) ;  P(z)-Q(2)=2i Im P(2). 

8.47. Soit un polynôme P(z). Posons 

u(x, y)=ReP(x+iy) ; vx, y)=1I1m P(x+iy). 

Montrer que les formules ci-dessous sont valables: 

1. P(z)=2u É , 3) — P(0). 2. P(z)=2iv Ë , 3 + P(0). 

8.48. Soit un polynôme P(z). Posons 

Rx, y)=1P(x+iy)l, (x, y)=arg P(x +iy). 
Montrer que les formules ci-dessous sont vraies: 
TES z 2 ns (6.5) 

1. POPO-R(S, 5]. 2 PO-POe ©. 

8.49. Démontrer la formule ci-dessous qui permet de reconstituer le 
polynôme P(z) d’après la fonction a Re P(x+iy)+b Im P(x+iy)=g{x, y): 

2 Z Zz atib—— 
ro es, 5)-ÉS FO 
(ici a et b sont des constantes réelles, l’une d’elles au moins étant différente 
de zéro). 

8.50. Montrer que les formules des problèmes 8.47 à 8.49 restent valables 
si P(z) n’est plus considéré comme un polynôme mais comme une fonction 
rationnelle dont le dénominateur est différent de zéro au point z=0. 

Nota. En'effet, à l’aide du théorème d’unicité, il est facile de montrer 


que ces formules restent valables pour toute fonction régulière au point 
z=0. 


8.51. Reconstituer la fonction régulière f(z) d’après la fonction donnée: 
1. Ref=x+06xy-3xy?-2y,  f(0)=0. 

. Ref=e{(xcosy-ysiny), (0)=0. 

. Ref=xcosxchy+ysimxshy, f(0)=0. 

. Imf=ycosychx+xsinyshx, f(0)=0. 

. fl=G+79€&. 6. argf=xy. 

. [fi=es%#(z= re). 

. argf=p+rsin p(z=re"). 


© J Un À UD 
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Dans le cas où les fonctions Re /(z), Im /(z), |/(z)|, arg/(z) ne sont pas 
données comme des fonctions de x et y, mais comme des fonctions de z et z, 
la reconstitution de /(z) d’après l’une des fonctions citées plus haut s'effectue 
d’une façon encore plus simple. 


8.52. Soit /(z) une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule 
pas pour z=a et soient 


Ref{z)=u(z, €), Imf(z)=v(z, 2), 
IfG)1=Re(z, 2), arg/{(z)=(z, 2). 
Montrer que 


1. f{z)=2u(z, a)-f{a). 2. f(2)=2iv(z, a) +/f(a). 
3. fEY(@a)=R{z, 9. 4. f)=fo 0). 


8.53. Soient f(z), g(z) et y(z) trois fonctions rationnelles dont les déno- 
minateurs ne s’annulent pas pour z=4a. Montrer que, si ces fonctions satis- 


font à la condition |/(z)| Le, 


————…— 2 
= Loto 
z(a)=| ———© |. 
JG)/(a) (es Re 
Indication. La grandeur |w(z)l* peut être mise sous la forme w{z) w,(2), 
où Ww,(z) = w(Z). 
8.54. Soit /(z) une fonction rationnelle régulière au point z=0 satisfaisant 
à la condition 


elles vérifient également la condition 


IfG)t _ 1 
1+1/G)È 1+1z1%° 
Montrer que f(z) est une fonction homographique, c’est-à-dire f(z) = ti : 


8.55. Soit /(z) une fonction rationnelle régulière dans un certain voisinage 
du point z=0 y satisfaisant aux conditions 


- If) _ 1 
|f(2)| 1, ]- f2P = Iz/2° 


Montrer que /(z) est une fonction homographique, c’est-à-dire /(z) = 
az+b 


—ez+d' 
Nota. Conformément au nota du problème 8.50, la condition de ra- 
tionalité de la fonction f(z) est superflue dans les problèmes 8.54 et 8.55. 


% *X * 


8.56. Soient /(z) et g(z) deux fonctions régulières dans un certain do- 


maine D. Montrer que la somme /{(z) + g(z) est réelle dans tout le domaine 
D si, et seulement si, f{z) = g(z) + C, où C'est une constante réelle. 
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8.57. Soient f(z) et g(z) deux fonctions régulières dans un certain domaine 
D et soit g(z)z0. Montrer que le produit /{(z) g(z) n’est pas négatif dans 


tout le domaine D si, et seulement si, /{z) = Cg(z), où C est une constante 
non négative. 
8.58. Les conditions du problème 8.57 restant les mêmes, montrer que 


le produit /(z) g(z) est réel dans tout le domaine D si, et seulement si, f{z) = 
= Cg(z), où C est une constante réelle. 

8.59. Soient /.(z), f (2), g.(z), g-(z) des fonctions régulières dans un 
certain domaine D et soit |g,(z)|*+1g.(z)/°z0. Montrer que l’expression 


FOTO) + f.(2) g (2) est réelle dans tout le domaine D si, et seulement si, 
fi) =an81(z) +aug(2),  JZ) = 1812) + &8(2), 
où les constantes &;;, &j>, &, & Satisfont aux conditions 
Ima;,=0, Ima,=0, aœ=x1. 
Indication. En écrivant la condition de réalité sous la forme 


G)81Q) +/)820) = 8) + /)g820), 
la différentier deux fois par rapport à z et trouver la condition de compati- 
 bilité des trois équations linéaires à deux inconnues g,(z) et g.(z) obtenues. 
8.60. Les conditions du problème 8.59 étant les mêmes, montrer que 
l'expression f(z)g.(z) +/,(z)g-(z) n’est pas négative dans tout le domaine D 
si, et seulement si, 
A) = 21812) +augi(z),  J2) = n81(7) +282), 
où les constantes &,,, &i», &r1, &2 Satisfont aux conditions 
Qn=0, An=0, Ap=as, Il <ne». 
8.61. Soient F(z) et G(z) deux vecteurs d’un espace complexe à n di- 


mensions, dont les composantes sont des fonctions régulières dans un 
certain domaine D, et soit G(z 7) non identiquement nul. Montrer que le 


produit scalaire (F(z), G(z)) = PHOTO est réel dans tout le domaine D 


si, et seulement si, F(z) = CUG(), où C est une constante réelle, U étant 
une matrice unitaire constante. 

8.62. Les conditions du problème 8.61 restant les mêmes, montrer que 
le produit scalaire (F(z), G(z)) est positif dans tout le domaine D si, et 


seulement si, F(z)= CUG(z)U, où C'est une constante positive, U étant une 
matrice unitaire constante. 


RÉPONSES 

8.01. 

1. Nulle part. 2. Sur l’axe réel et sur l'axe imaginaire. 3. Au point z=0. 4. Surla 
droite Rez=Imz. 5. Au point z=0. 6. Partout. 


8.08. 

1. shzetbz, 2. 2ez cos (2°). 

3. (1—-ijcoszchz+(1+ismzshz. 4. (1-z)et. . 
(1+z!Xcos z — z sin z)— 27° cos z 


1 1 
S. |——— 6’ ——————— , 1#ti 
(: : e, zA0. 6 ESS LEZ 
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1 ] 2et et+ert 
: se 2. D — 3. ———— |, 4. cos 2z. S. —_ nd F 
cos? z sin? z (ez- 1} (ez-e-1:} 


1 
” (cos z—sin z}° 


1 


8.30. 
1 1 
1 > G-»)+C. 2. 2y- (tp) C. 
3. xcosyshx-ysinychx+C. 4. rpsmp-rinr-cosp+C. 
8.31. 
1. Cin+y)+C. 2 C(é-»)+0C. 
4 X 
3. Carctg —+ Ci. 4. Cat Q- 
8.32. 
1. Ax+B. 2 Aarte +8 3. Aln(+y)+B 4. +p 
. Ax+ B. è —+ B. . Aln é | ; 
8% ro 

8.39. 
1% 1 1zl 0F 1 x 

© 9z 2 z 7 9z 2 |zl 
; 0F plz-alp 9F p Iz-alp 

" 9z 2 z-a * 97 2 z-& 
3 9F 2z-a-b 0F 2z-a-b 

” ôz 2VIz=-aF+ 12-07 0Z 2 2-af+iz-0f5 
4 OF  2iz ]z2— ai] 0F 2 |z2— a?| 

7" 9z a-2(|z+al-ilz-al}" 9: æ-2 (|z+al-ilz-al} 
8.40. 

p° p 1 
1. — [ZIP-3, 2. — ePlä —|. 3.0. 

rT Iz! 4" (e+ ni) 

1 1— ]z/;? 

4. ——, ———. 

(+ 1zFP 41z1(1+ 121 
8.51. 


1. (1-—25)z2% 2. ze. 3. zcosz. 4. zchz. 
5. ekztez, Ima=0, œa=const. 6. Aeïtit, A>0 — const. 
7. et ]Ima=0, œ=const. 8. Aze:, 4>0 — const. 


$ 9. Interprétation géométrique de la dérivée 


Soit w(z) une fonction définie dans un domaine D. L'application linéaire 
w= Az + Bz + C est appelée partie linéaire principale au point z=7, de l’ap- 
plication w=w{(z) si 

lim "@=(4:+8:+0) 6, 
2 lz2- Z| 
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9.01. Trouver la partie linéaire principale des applications ci-dessous 
au point z, indiqué: 


1. w=27, z=i. 2. w=2Z7, z2=1. 3. w=1z", z=i. 
4. w= 2, Z=2 S.w=e, Z=Tni. 6. W=e, Z= —i 


9.02. Soit w= Az + BZ + C la partie linéaire principale de l’application 

w=z?+az+b au point z=2z,. Calculer la grandeur 
| ane |Z2*+az+b-(A4z+ BzZ+0C)|. 
z-%|<e 

9.03. Soit w(z) une fonction régulière en un point z,. Montrer que la 
partie linéaire principale de l’application w = w(z) au point z, est de la forme 
W = W(Z) + (z2- 2)W" (20). 

9.04. Soit w(z) une fonction définie dans un domaine D, et supposons 
que la partie linéaire principale de l'application w=w{(z) en chaque point 
z, du domaine D existe et qu’elle soit de la forme w = 4(z,)z + B(z). Montrer 
que la fonction w(z) est régulière dans le domaine D et que w’(z) = A(z). 

9.05. Soit w(z) une fonction définie dans un domaine D, et supposons 
que les fonctions 

u(x, y)=Rew(x+iy), vx, y)=Im w(x+iy) 
admettent des dérivées partielles continues dans le domaine D. Montrer 
que, si l’application w = w(z) conserve la distance entre les points correspon- 
dants, c’est-à-dire si, pour tout couple de points z,€ D et z,€ D, l'égalité 
| #21) — w(22)1 = 1Z,- 2,1 a lieu, alors w(z)=ez+a, où y est une constante 
réelle, a étant une constante complexe. 


X * * 


Soit w = w(z) une application lisse d’un certain voisinage d’un point :, 
(c’est-à-dire que les fonctions Re w(x+iy) et Im w(x+iy) ont des dérivées 
partielles continues dans ce voisinage du point z). Déterminons deux 
grandeurs pour chaque courbe lisse C passant par le point z,: 

Soit y l’angle que fait la tangente à la courbe C au point z, avec le demi- 
axe positif réel dans le plan des z (fig. 4,a) et soit y, l’angle entre la tangente 
à la courbe C’ (image de la courbe C par l’application w= w{(z)) et le demi- 
axe positif réel dans le plan des w (fig. 4,b) (les deux courbes sont orientées 


Fig. 4 
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et on considère que les tangentes sont orientées dans le même sens que les 
courbes). La grandeur «=, — est appelée angle de rotation de la courbe 
C'au point z,. 

Soit z un point arbitraire de la courbe C assez voisin du point z. Notons 
Az=z-2, Aw=wz)-w(z) (Gg. 5). On appelle coefficient de dilatation 
linéaire de la courbe C au point z, la limite _ ET = R qui existe en vertu 
du fait que l’application w = w(z) est lisse dans le voisinage du point z,. 


Fig. 5 


9.06. Supposons qu’une courbe C soit représentée par la demi-droite 
arg (z2—Z) = sortant du point z. Trouver le coefficient de dilatation linéaire 
R() au point z, et l’angle de rotation «(y) au point z, de cette demi-droite 
par les applications suivantes: 


1. w=2?, z,=1. 2. w=2?, z=i. 3. w=ie*, z=0. 
4. w=224+E, m=0. 5.w= (40). 6. W=L ER: %=- 


9.07. Soit w(z) une fonction régulière en un point z,. Montrer que l’angle 
de rotation « d’une courbe C au point z, aussi bien que le coefficient de 
dilatation linéaire R de cette courbe au point z, par l’application w = w(z) 
ne dépendent pas du choix de la courbe C passant par le point z,, et que 
pour ces grandeurs, pour w’(z)#0, les formules ci-dessous sont valables: 


=|w"(4)l, a=argw(z)+2kx (k est un entier). 

9.08. Soit w(z) une fonction régulière en un point z,. Notons respective- 
ment «(y) et R(y) l’angle de rotation et le coefficient de dilatation linéaire 
au point z, de la demi-droite arg(z-z)= par l’application w= w{(z). 
Montrer que, pour w(2)#0, 

R)=1w(Dl,  a(p)= —-2p-arg w'(2) +2kr 
(k est un certain entier). 


9.09. Trouver les ensembles de tous les points z, en lesquels le coefficient 
de dilatation linéaire, par les applications suivantes, est égal à 1: 


1. w=z7 2. w=2z,. 3. w=z?- 22. 
4. a: S. Were, 6. w= +, ad-bc#0, cx0. 
z l-iz z+d 
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9.10. Trouver les ensembles de tous les points z, en lesquels l’angle de 
rotation, par les applications suivantes, est égal à zéro: 


1. w=iz. 2. w= —- 23, 3. w=2"—2z. 


i 1+ iz az+b 
4. We: S. W=iS 6. We ad-bc=1, cxt. 


9.11. Soit w(z) une fonction régulière en un point z,. et supposons que 
deux courbes lisses C, et C, passant par le point z, jouissent de la propriété 
exprimée par les relations suivantes: 


Re w(z)=Re w(z,) (2€C;); Imw(z)=Imw(z) (2€ C). 


Montrer que, si w’(z2) “0, les courbes C, et C, se coupent à angle droit. 
9.12. Soit w(z) une fonction régulière en un point z,, et supposons que 
deux courbes lisses C, et C, passant par le point z, possèdent la propriété: 


lw(z)|=1w(2)I(Z€EC,); argw(z)=argw(z) (z€C). 


Montrer que, si w'(z) # 0, les courbes C, et C, se coupent à angle droit. 
9.13. Soit w(z) une fonction régulière en un point z,, et supposons que 
deux courbes lisses C, et C, passant par le point z, possèdent la propriété: 


[w(z)1 = 1w(2)I(EC,), Re w(z)=Re w(z) (2€ C2). 


Montrer que, si w'(2) #0, les courbes C, et C.,, qui se coupent au point 
Z, forment entre elles les angles +arg w(z,) + Kzx. 


x X * 


9.14. Soit w(z) une fonction régulière dans la fermeture D d’un domaine 
D et soit D’ l’image du domaine D par l’application w=w(z). Montrer que, 
si l’application w = w(z) est biunivoque dans le domaine D, l’aire o(D”) du 
domaine D’ est donnée par la formule 


o(D= | im")? dx dy. 
D 


Indication. Montrer que le jacobien de l’application w = w(z) est égal à 
lw'(z)1°. 

9.15. Soit w(z) une fonction régulière dans un domaine D et soit C une 
courbe rectifiable arbitraire contenue dans ce domaine. Montrer que la 
longueur /(C”) de l’image C” de la courbe C par l’application w= w{z) est 


donnée par la formule /(C)= [ 1) |dz|. 


c 
9.16. Trouver les longueurs des images des courbes C données ci-dessous 
par les applications indiquées: 


1 C:z=it+1, O<t<1 ; W= 22. 
2, C : z=it, O<1=<27 ; w=et. 
3: C = z=û, O<t-6x ; Ww=e. 
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4 C:z=(1+i), O<t<27 ; w=e. 
5. C:z=(1+i)t, O<t=<1l ; w=2" (m=], 2, ...). 


6. C : z=e#, O<t<27 ; we (si). 


9.17. Trouver les aires des images des domaines D suivants par les 
applications indiquées: 


1]. D : (2<121<3, jarg 21 <2) ; W=2* 


2. D : {0<Rez<1, IImzl<x} ; w=e. 
1 


3. D : un carré ayant pour sommets 0, 1,i+1,i; W=— ; 


9.18. Soit P(z)=a +a,z+...+a,7". Notons Z(r) la longueur de l’image 
de la circonférence |z| =r par l’application w = P(z), et S(r) l’aire de l’image 
du disque |z| <r par la même application. Montrer que: 

1. L'inégalité S(r) =zxr°|P"(0)1? est valable. 


2. L'inégalité [O dr <2z5(r) est valable. 


0 
3. L'inégalité L(r)=2xr|P'(0)] est valable. 
Indication. Démontrer d’abord les formules suivantes: 


if ; ss S ° 

2] PCedp=P:0) : J [ire dx dy 2x À mater. 

9.19. Soit Q()=:+ So x, Trouver l’aire de l’image de la couronne 
km] 


#1<]z| <R par l’application w=@Q(z) en comptant l’aire de chaque surface 
élémentaire de centre w, autant de fois que la fonction Q(z) devient égale à 
w, dans la couronne r<]|z| <R. 


* X X 


La grandeur 


, Iz-0] 
KG, 0 VI+ EP VI+ KP 


est appelée distance cordale entre les points z et &£ du plan complexe élargi. 
Soient z et © deux points arbitraires du disque |z] <1. La grandeur 


1, l1-2#]+1z-0| 
, Q=sin == 
eG, 9 =7 === 


est appelée distance non euclidienne entre les points z et Ÿ par rapport au 
disque |z| <1. 
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9.20. Soit w(z) une fonction régulière en un point z,. Montrer que la 
Lbmite lim CG): wo) existe et trouver cette limite. 
2129 KG, 2) 
9.21. Soit w(z) une fonction régulière en un point z,, |%l<1, et soit 
[w(2)! < 1. Montrer que la limite 


.  E(W(G1), we) 
Lim e(z:, Ze) 


717% 
existe et la trouver. 

9.22. Soit y(z) une fonction régulière dans un domaine D et soit w = w(z) 
une application qui conserve la distance euclidienne entre les points 
correspondants, c’est-à-dire que, pour tout couple de points z.ED et 
zZ,€ D, l'égalité |w(z,)- w(z,)| =|z-z,| a lieu. Montrer que w(z)=e#z+a, 
où y est une constante réelle, a étant une constante complexe. 

9.23. Soient w(z) une fonction rationnelle et w=—w{(z) une application 
qui conserve la distance cordale entre les points correspondants, c’est-à-dire 
que, pour tout couple de points z, et z,, l'égalité 


k(w(z:1), w(2))=k(z, 22) 


a leu. Montrer que w(z) == , OÙ a, b, c, d sont des constantes. 


Indication. Voir le problème 8.54. 

9.24. Soient w(z) une fonction rationnelle satisfaisant à la condition 
Iw(z)l<1 (1z1<1) et w=w(z) une application qui conserve la distance 
non euclidienne entre les points du disque |z| <1 par rapport à ce disque, 
c'est-à-dire que, pour tout couple de points z, et z, du disque |z] < 1, légalité 
e(w(z), w(z2))=0(z1; 22) a lieu. Montrer que w(z) = 
des constantes. 

Indication. Voir le problème 8.55. 

Nota. Dans les problèmes 8.54 et 8.55, la condition de rationalité de la 
fonction w{(z) est superflue. En utilisant le principe de prolongement analy- 
tique, il est aisé de transposer les assertions de ces problèmes aux fonctions 
w(z) régulières dans un domaine D quelconque. 


, OÙ a, b, c, d'sont 


RÉPONSES 
9.01. 
1. w=2iz+1. 2 wm22-1, 3. w= —iz+iz-1. 


2 1 
4. re S. W=-2+7ri-]. 6. w=z-—21i. 


1. R(p)=2, afp)=0. 2. R(p)=2, afp)= -2p-—. 
3. R(p)=2, a(g)= 2/2. oi 
-t8p 
4. R(p)= YS+4sin2p,  aœ(p)=arctg G ess) 
5. Rp)=1/21%2l, aœ(p)=-argz. 6. R(p)=1/2, a(g)= -x/2. 
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9.09. 

1. IZ21=1/2 2 Izl=1/V3. 3. 12-11=1/2. 

4. Izl=1. 5. I2+il= V2 6. Icz+di= Viad- bel. 

9.10. 

1. argz=-1/2 2 Rez=0. 3. 1<z<+e. 

4. Im((+ÿ2)=0. 5. Im((1-iXz+i))=0. 6. Im(cz+d)=0. 
9.16. 

1. V2+In(1+ V2). 2.27. 3.67. 

4. V2(e%-1). 5. 2m? 6. 4. 


9.17. 

65 1 3 1 
. — 7. e— 1). . —+— arctg —. 
1 5% 2. xme-1). 3 a 8> 
9.19. 


AR 75) + # DK leur 0) 


9.20 


| 7 1+12/ 
AE rare 7x TC 
9.21. 
1— 
we Izol 


1- |wz) I" 


$ 10. Théorème de Cauchy. Intégrale du type de Cauchy 


La résolution des problèmes ci-après est basée sur l’utilisation du 
théorème de Cauchy formulé de la façon suivante: 

Soit f{z) une fonction régulière dans un domaine fini simplement connexe 
D. Si les courbes rectifiables C, et C, contenues dans le domaine D ont même 
origine et même extrémité, alors 


Jrad = [ro dr. 
G Ce 


En particulier, si C est une courbe rectifiable fermée contenue dans le 
domaine D, 


[ f{2) dz = 0. 
c 
En vertu du théorème de Cauchy, la notation 


[ro &, 1€ D, z€D 


Z1 


a un sens pour une fonction /{z) régulière dans un domaine fini simplement 
connexe D. 


8 14728 113 


10.01. Montrer que, si une fonction /(z) est régulière dans le disque 
|z- a] <R et si elle satisfait à la condition |f(z)| = M (1z-al <R), pour tout 
couple de points z, et z, de ce disque, l’inégalité ci-dessous a lieu: 


Lo de | <MIz,-2|. 


10.02. Montrer que l’assertion du problème 10.01 reste en vigueur si, 
comme domaine de régularité de la fonction /(z), on ne prend pas le disque 
mentionné mais un domaine fini convexe arbitraire. 

Nota. Le domaine est appelé convexe si, pour tout couple de points 
qu’il contient, il contient le segment de droite qui joint ces points. 

10.03. Soit /{(z) une fonction régulière dans un domaine fini simplement 
connexe D satisfaisant à la condition |f{(z)l = M (z€ D). Notons p,(z,, z:2), 
où z,€ D et z,€ D, la borne inférieure des longueurs des lignes polygonales 
joignant les points z, et z, et contenues dans le domaine D. Montrer que 


Fo dé | =<Mop(z1, 22). 


z 


10.04. Soit f(z) une fonction régulière dans un domaine fini convexe D 
satisfaisant à la condition Re f(z)= M -0, (z€ D). Montrer que, pour tout 
couple de points z, et z, de ce domaine, 


Fo lee 


10.05. Montrer que l’assertion du problème 10.04 reste en vigueur si la 
condition Re /(z) = M (2€ D) est remplacée par la condition Re {e‘7f(z)} = M 
(le nombre réel o ne dépend pas du point z). 


X X x 

Une fonction ®(z) définie et différentiable dans un domaine D est appelée 

primitive d’une fonction f(z) définie dans le domaine D si 
P'E)=fG) (ED). 

Il est connu que, si la primitive existe, elle est unique à un terme constant 
prés. 

10.06. Soit /(z) une fonction régulière dans un domaine fini simplement 
connexe D. Montrer que la fonction 


D()= [Cd +const (LED, z€D) 
Z% 
est la primitive de la fonction /(z). 
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10.07. Soient /(z) et g(z) deux fonctions régulières dans un domainc fini 
simplement connexe D et soient respectivement F(z) et G(z) les primitives 
de ces fonctions. Démontrer la formule d'intégration par parties suivante: 


Ô d 
[ Fee) de = FÉ)GG) - F)G() - | 26) de. 


10.08. Soit /(z) une fonction définie, pour |z-a| <R, par la série 


fa = x cz-o), limlc"<. 


fn 


Montrer que sa primitive est égale à 


F(2)= > fat (z— a)" + const. 


fes 


10.09. Trouver les primitives des fonctions ci-dessous: 
1. eZ, 2. chaz. 3. shaz. 4. cosaz. S. sin az. 
6. e“cos bz. 7. ze%. 8. z*chaz. 9. zcos az. 


Dans les problèmes qui suivent, on recommande d'utiliser une autre 
formulation du théorème de Cauchy: 

Soit f(z) une fonction régulière dans un domaine borné à un nombre fini 
de connexions D dont la frontière 9D est constituée par un nombre fini de 
courbes fermées lisses par morceaux. Si la fonction f(z) est continue jusqu’à 
la frontière du domaine D, alors 


[ f{2) dz = 0. 
2D 


10.10. Soit j(z) une fonction régulière dans la couronne r<|z-a|<R. 
Montrer que l'intégrale 


| f{2) dz, r<p<R 


|2-al=0€ 


ne dépend pas du nombre p (la circonférence est parcourue dans le sens 
inverse des aiguilles d’une montre). 

10.11. Soit /(z) une fonction régulière dans la couronne r<|z|<R et 
soit C une courbe lisse par morceaux simple qui borne le domaine contenant 
le disque |z| <r et contenu dans le disque |z| < R (la courbe C est parcourue 


de façon que le domaine reste à gauche). Montrer que l'intégrale [re) dz 


c 
ne dépend pas du choix de la courbe C qui satisfait aux conditions citées 
plus haut. 

Indication. Examiner la fonction /(z) dans le domaine compris entre la 
courbe C et la circonférence |z|=r+e, € 0. 

10.12. Soit /(z) une fonction régulière dans un domaine arbitraire D 
du plan complexe. Montrer que, pour qu’il existe une primitive de la fonction 
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f{2) dans le domaine D), il faut et il suffit que l'intégrale de f(z) prise sur toute 
ligne polygonale simple fermée. contenue dans le domaine D soit nulle. 

10.13. Montrer que les fonctions suivantes n’ont pas de primitives dans 
les domaines indiqués entre parenthèses: 


1 1 1 
1. —(0<IzI<e). 2: 7-37 0<Izi<1). 


z 1 
Le xQ<izi<e). 4. 1-5 
10.14. Soit /{z) une fonction régulière dans un domaine borné double- 
ment connexe D, compris entre deux courbes fermées lisses par morceaux 
C; et C:, et continue jusqu’à sa frontière. Montrer que la fonction /{z) a 


(0<1z| <1). 


une primitive dans le domaine D si, et seulement si, (re) dz =0. 


c 

10.15. Soit /(z) une fonction régulière dans un domaine simplement 
connexe contenant le point z= +. Montrer que la fonction f{(z) admet une 
primitive dans ce domaine si, et seulement si, lim zf(z) = 0. 


Z……— 
10.16. Soit /(z) une fonction régulière dans un domaine simplement 
connexe D contenant le point z= +. Notons D’ le domaine D privé du point 
z= +, Montrer que la fonction f{z) admet une primitive dans le domaine D” 


si, et seulement si, 
lim z{f2) -f(-)}=0. 


10.17. Soient /(z) et g(z) deux fonctions régulières dans un domaine D, 
contenant le point z= +, admettant des primitives dans le domaine D” (le 
domaine D privé du point z= +). Montrer que les fonctions 


JU) +8@), fGLG), PU) e® 


[P(w) est un polynôme arbitraire] sont aussi régulières dans le domaine D 
et admettent-une primitive dans le domaine D’. 

10.18. Soit /(z) une fonction régulière dans un domaine fini m-connexe 
D borné par les courbes fermées lisses par morceaux J”,, [",, ..., l,.. 
Montrer que, pour que la fonction f{z) ait une primitive dans le domaine 
D, il faut et il suffit que 


[fo d-0 (k=1,2, ..., m1). 


N 


10.19. Soit /(z) une fonction régulière dans la bande -a<Imz<a 
satisfaisant à la condition f{z) -0 (z--+, —-a<limz<a). Montrer que, si 


l'intégrale [ f{x)dx converge, alors, pour tout « compris dans l’intervalle 


—— {at 
(—a, a), l'intégrale Ï f(z)dz converge également et ne dépend pas de x. 
{z—— 
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Indication. Appliquer le théorème de Cauchy à l’un des rectangles ci- 
dessous 
—R,<Rez<R,, 0<|Imzl<lal, 


ensuite, passer à la limite pour R,— +, R,— +, 
10.20. Soit /(z) une fonction régulière dans l’angle - a<arg z<a satis- 
faisant aux conditions 


zf(z)-0 (z2-0, largzl<a), zf(z)-0 (z-=<, |arg z| <a). 


Montrer que, si l'intégrale Jrods converge, alors, pour tout « compris 


dans l'intervalle (— a, a), l'intégrale | f{2) dz converge aussi et ne dépend 


pas de «a. argims 
10.21. De l’analyse mathématique on sait que Je-t dre Calculer 
l'intégrale ci-dessous: ss 


Îe- cos ax dx, <<. 


Indication. Utiliser la solution du problème 10.19 avec f{x)=e-*. 
10.22. Calculer les intégrales de Fresnel 


1,= Îcos x? dx, 1, = fsin x? dx, 
0 - 0 
en utilisant la formule 


[e-# dx =2 y 


0 
Indication. Voir les problèmes 10.20 et 5.38. 


X * % 


La résolution des problèmes qui suivent implique l’utilisation de la 
Jormule intégrale de Cauchy: 

Soit f(z) une fonction régulière dans un domaine borné D et continue 
jusqu’à sa frontière 9D constituée par un nombre fini de courbes fermées lisses 
par morceaux (ces courbes sont parcourues de façon que le domaine D reste 


à gauche). Alors, 
1 fro |, JG) (GED), 
LR è- z ®” | O (z6D), 


et 


fO L LSOK:) (GED), 
FA SA ) (z4D). 
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10.23. A l’aide de la formule intégrale de Cauchy calculer les intégrales 
suivantes (toutes les circonférences sont parcourues dans le sens inverse des 
aiguilles d’une montre): 


L. J sin z =. 2 [5 3. ET I 
[2+41=3 ie [21=2 
cos z cos z 
4. [SE dr. . | TT 6. Es de. 
[z\= 4 d—. [=1 [2—1[=1 


7. [5 ÉD: a)l41<1/23; b)lz<3/2; ©) Iz-11<1/2). 


8 Jean ia +" 1h, n=], 2: PS à 
2|1=7 


10.24. Soient /{(z) et g(z) deux fonctions régulières dans le disque 1z1 <1 
et continues dans le disque [z| <1. Montrer que 


JO , 4© [ f@) (|z 
Ds JE PA 20] -/ \g(1/z) (1z 


10.25. Soit f(z) une fonction régulière dans un domaine D, contenant 
le point z= =, et continue jusqu’à sa frontière. Montrer que, dans ce cas, 
la formule intégrale de Cauchy prend la forme 


JO y JG)-/>) GED), 
Zi DZ 7 — (>) (z&D), 


<l), 
> ]). 


tandis que la formule des dérivées de f{(z) reste inchangée. 

Indication. Utiliser la formule de Cauchy appliquée à la fonction /(z) 
dans le domaine D,, obtenu en enlevant du domaine D le domaine |z| =R, 
ensuite, poser R-— . 

10.26. Soit /(z) une fonction régulière dans le disque |z-a| <R et con- 
tinue dans le disque |z—a; <R. Démontrer la formule 


27 


7: ] Ja + Re) dp = fo), 


qui est connue sous le nom de théorème de la moyenne. 
10.27. Soit /(z) une fonction régulière dans le disque |z| <R et continue 


dans le disque |z| <R. Calculer l'intégrale l {e) dx dy. 
r<|2|<R 


10.28. Montrer qu’une fonction régulière dans un certain domaine et 
non identiquement constante ne peut pas présenter un maximum en module 
en un point intérieur à ce domaine (principe du maximum du module). 

Indication. Voir le problème 10.26. 
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10.29. Soit u(x, y) une fonction harmonique dans le disque |z-a| <R. 
Montrer que 


pd 


Lfutæ+Reosy, B+Rsing)dp=u(s, 8) (a=a+if). 
0 


Indication. Voir les problèmes 10.26 et 8.29. 

10.30. Montrer qu’une fonction harmonique dans un certain domaine 
et non identiquement constante ne peut admettre ni un maximum ni un 
minimum en un point intérieur à ce domaine {principe du maximum pour 
les fonctions harmoniques). 

10.31. Soit /(z) une fonction régulière dans un domaine fini D et continue 
jusqu’à sa frontière 9D constituée par un nombre fini de courbes fermées 
lisses par morceaux. Montrer l'inégalité ci-dessous 


<Zpnti (n=l; 2; 2) 


où M = max |f(z)!, e est la distance du point z à la frontière du domaine D, 
2€0D 


L est la Lonsieur entière de la frontière du domaine D. 
10.32. Soit /(z) une fonction régulière dans le disque |z| < R et continue 
dans le disque |z| <R. Montrer l'inégalité ci-dessous 


re) F(R- FR (n=1, 2, ...), (Iz1<R), 


où M sen 1 f(2)1. 


10 33. Soit f{:) une fonction régulière dans le disque |z| < R et continue 
dans le disque |z] <R. Montrer l'inégalité ci-dessous 


7 à] (R2+1z]?-2RIz] cosp)-C+12 dy, (1zl <R), 


où M = JE | f(2)|, et faire voir que, pour n= 1, cette inégalité peut s’écrire 
[= 


If") = RE (1z1<R). 


10.34. Soit /(z) une fonction régulière dans tout le plan satisfaisant à la 
condition |f(z)|<M pour tous les z. Montrer que /{z) est identiquement 
constante (théorème de Liouville). 

Indication. Utiliser, par exemple, l'inégalité pour |f'(z)! du problème 
10.32, z étant fixé ct R-<. 

10.35. Soit /(z) une fonction régulière dans tout le plan vérifiant l’inéga- 
lité | JG) <M(1+1z|}, p-0. Montrer que f(z) est un polynôme de degré p 
au plus. 
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Dans les problèmes qui suivent, on considère connu le fait suivant: : 
Si une fonction f(z) est représentable par la série entière 


fe)= Z'ez-aÿ, 
qui converge dans un certain voisinage du point z=a, alors c,= _ fCXa). 
10.36. Soit f{z) une fonction régulière dans le disque |z|<R et soit 
J{) => Cat” 
dans un certain voisinage du point z=0. Montrer que 


Ical=inf" D (m=0, 1, 2, ...), 
r<R 
où M{(r)= max |f(z)|, r<R. 
lier 


10.37. Soit f{z)= Z’c,7" une fonction régulière dans le disque 1z1=<R 
(1 
y vérifiant l'inégalité |f'(z)| < M. Montrer que 


IC, = (n=1; 2:34) 


10.38. Soit /(2) Se r une fonction régulière dans tout le plan satis- 
0 
faisant à l'inégalité |f{z)| <= Mell. Montrer que 


e<M(2)" (n=0, 1, 2, ...). 


X * * 


10.39. Soit f(z) une fonction régulière dans l'angle |argzi<a<x, et 
supposons valable pour cette fonction l’estimation asymptotique f{z) = O(1) 
(z— =) dans chaque angle intérieur |arg zl<x-—17, 7-0. Montrer que dans 
chaque angle |argzi<æ-17, 7-0, l'estimation f'(z)=O(1/z) (z2-+) est 
valable. 

10.40. Soit f(z) une fonction régulière dans la bande |Im z| <a, et 
supposons valable pour cette fonction l’estimation asymptotique /{z) = o(1) 
(z— +) dans chaque bande intérieure |Im z| <a-7, 7-0. Montrer que dans 
chaque bande |Im z| <a-—7, n 0, l'estimation 


J'GŒ)=0(1) (-+) 
est aussi valable. | 
10.41. Soit f(z) une fonction régulière dans la bande |Imz| <a, et 
supposons valable pour cette fonction la formule asymptotique f{z)- 1/z 
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(z— =) dans chaque bande intérieure |Im z| <a - 1, 7-0. Montrer que dans 
toute bande |Imz|<a-7, n=—0, l’estimation asymptotique f"(z) = o(1/z) 
(z— >) est valable. 

10.42. Soit f(z) une fonction régulière dans la bande |Im z| <a, et 
supposons que, pour cette fonction, dans chaque bande intérieure |Im z| + 


<a-—n,n<0, on a la série asymptotique /{z) = Dar (z— +). Montrer que 


dans chaque bande |Im z| <a- 17, 7-0, pour la fonction f'(z), on a la série 
asymptotique 


f'@=- Zkaz-t-3 (ze). 


10.43. Existe-t-il une fonction f(z) régulière dans la bande |Imz|<l1 
satisfaisant aux conditions 


J@)=0(/2) (--), 1fOIz1/x (x-0)? 


* * X 


La résolution des problèmes ci-après nécessite l’utilisation du théorème 
suivant: 

Soient C une courbe rectifiable, D,, D,, ... des domaines du plan des z 
séparés par la courbe C et q{(t) une fonction continue sur la courbe C. L'intégrale 


1 ft) 
Zi Jr: 4 
c 
appelée intégrale du type de Cauchy est définie pour tous les z, qui ne sont 
pas situés sur la courbe C, et dans chacun des domaines D, elle représente une 
fonction régulière f,(z). Pour les dérivées de ces fonctions, les formules ci- 
dessous sont valables: 


1 1 
N2)= 5 di (n= 1, 2, <) 
C 


Généralement parlant, le nombre de domaines D, est arbitraire. Si C 
est une courbe fermée simple, ce nombre est égal à deux, et si C est une 
courbe non fermée simple, 1l est égale à l’unité. 


10.44. Trouver les domaines D, et les fonctions /,(z) pour les intégrales 
du type de Cauchy suivantes: 


1 
1 dè 1 (4 
La Jaes 2 alé 
[= 1 0 
1 dé 


+ ani JF # +505 
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10.45. Soit f(z) une fonction régulière dans la couronne r<[— a] <R. 
Montrer que l'intégrale du type de Cauchy 


_. J JO; r<p<R 
[0 -al=e 
ne dépend pas de p pour |z| <r (ou pour ]z] -R). 
Indication. Voir le problème 10.10. 
10.46. Soit /(£) une fonction régulière dans la couronne r<|ê| <R et 
continue dans la couronne r <{|0| <R. Notons 


fo = JO Uzi<R) 


KisR 


= 55 [OS (> 
(Ir 

(les circonférences sont parcourues dans le sens inverse des aiguilles d’une 
montre). Montrer que, pour r <|z| < R, l'égalité f{(z) = f,(z) +/.(2) a lieu. 

10.47. Soit f(z) une fonction régulière dans la couronne r<|z-a|=<R. 
Montrer que cette fonction peut être mise sous la forme f{z) = f,(z) +/.(z), 
où la fonction /,(z) est régulière dans le disque |z2-a| = R, tandis que la 
fonction f.(z) est régulière pour |z—a] -r et f.{(>)=0. 

10.48. Montrer que la représentation de la fonction f(z) du problème 
précédent est unique. 

Indication. Utiliser le théorème de Liouville (voir le problème 10.34). 

10.49. Soit C, une courbe fermée simple qui borne un domaine fini D, 
et soit C, une courbe simple fermée contenue dans le domaine D, bornant 
un domaine fini D,c D,. Montrer que toute fonction /(z) régulière dans le 


domaine en forme de couronne D=D, - D, peut être mise sous la forme 
f)=/\(2) +7,02), où la fonction f(z) est régulière dans le domaine D,, 
tandis que la fonction /.(z) est régulière en dehors du domaine D,. Montrer 
que cette représentation est unique à condition que f(>) = 0. 

10.50. Soient C une courbe fermée simple bornant un domaine fini D 
et (z) une fonction régulière dans un certain domaine contenant la courbe 
C. Montrer que, pour qu’une fonction f(z) régulière dans la fermeture du 
domaine D et coïncidant avec la fonction œ(&) sur la courbe C existe, il 
faut et il suffit que 


[Oæ=0 qe). 
C 
10.51. Soit C une courbe simple fermée lisse par morceaux bornant un 


domaine fini D et soit g(r) une fonction continue sur la courbe C. Montrer 
que, pour l'égalité 


[C2 dr=0 (z4 D), 
C 
il faut et il suffit que 
[mpt)dt=0  (m=0, 1, 2, ...), 
C 
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tandis que pour l'égalité 
[fOa=0 «ep 
SE 
C 
il faut et il suffit que 


[rpt)d=0  (@=-1, -2, ...). 
C 


10.52. Soit /(z) une fonction régulière dans la bande -a<Imz-<a 
satisfaisant aux conditions 


JG) Lf(x)1 
ME (z—, [Im z| <a), 1+ {xl dx<, 


Montrer que la fonction /(z) peut être mise sous la forme f,(z) +/f.(z), où 
la fonction /,(z) est régulière dans le demi-plan Im z- -a et satisfait à la 
condition 

FE 0 (2, Imz=-a+e) 


(« >0 arbitraire), tandis que la fonction /.(z) est régulière dans le demi-plan 
Im z<a et satisfait à la condition 


#9 0 (z->, Imz=<a-Ee) 


(e 0 arbitraire). Montrer également qu’une telle représentation est unique. 
Indication. Mettre 


— a+ 
fo=5 JO, Imz>--a--a, 
— la — 
(a+ 
JG) = _—. Ï JO: Imz<a'<a. 
ia” — 


10.53. Soit f() une fonction régulière dans l’angle -a-<arcê <a, 
0<a<x, continue jusqu’à sa frontière et satisfaisant aux conditions 


f@)-0 (G-=, largzi=o), [UN Eee. 


0 
Notons 


fo= [ro<, ro- [ro 
arg(=—a arp(ma 


Montrer que: 
1. La fonction j,(z) est régulière dans tout le plan des z présentant une 
coupure suivant la demi-droite arg z= -— a, tandis que la fonction j,(z) est 
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régulière dans tout le plan des z muni d’une coupure suivant la demi-droite 
arg z=a. 

2. En dehors de l'angle |arg z| <a, l'égalité f, = f, a lieu. 

3. A l’intérieur de l’angle |arg z| <a, l'égalité f, - f, = 2xif a lieu. 


x * x 


10.54. Soit D la demi-bande Re z -0, |Im z| <zx, et soit F(z) une fonction 
définie en dehors de D par l'égalité 


FD=37 | & (z€D). 


Montrer que la fonction F(z) peut être prolongée analytiquement dans tout 
le plan complexe. 


10.55. Soit D le domaine |z| 1, larg z| F2 p > 1, et soit F(z) une fonc- 
tion définie en dehors de D par l'égalité 


rD- [Eat Ge) 
oD 


(pour &® on prend la détermination principale). Montrer que la fonction 
F(2) peut être prolongée analytiquement dans tout le plan complexe. 

10.56. Montrer que pour la fonction F(z) du problème 10.54 (après La 
réalisation du prolongement), les formules asymptotiques ci-dessous sont 
valables : 


F(2)- -1/z (z=, z&D), 
F(2)=-1/z2+e+0(1/29 (z->, z€ D). 
10.57. Montrer que pour la fonction F(z) du problème 10.55 (après la 
réalisation du prolongement), les formules asymptotiques ci-dessous sont 
valables: 


ra--1r(l+1)sint (ze, z€ D), 
F(2)= -Lr(l+i)sn-e+0() (z-=, zCD) 


(pour z° on prend la détermination principale). 


RÉPONSES 
10.09. 


1 1 1 1 
1. —e&+C. 2. —shaz+C. 3. —chaztC. 4. —sinaz+cC. 
a a a a 
1 
5. —— cos az+ C. 
a 
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1 
GA mere = em+ C. 
a?+ b? a a 


ä a > az L_- en az 2 


10.21. 
Vz exp(- a/4). 
10.22. 


1 x 
hehez 2° 


10.23. 
1. 2zsh1. 20. 3.2xishl. 4.0. OS. -xif4. 6. -nich1l. 7. a) 2xi; 
b) xi(2-e); c) —-rie. 8. -2xi(b-a)-". 


10.27. 
RS — r*)f(0). 
10.43. 
Oui. Exemple : fe 1 et. 
z+i 
10.44. : , 
1. D,: {Izi<1}, FO; D: : {Izl=1}, fe: 
z—1 1 z—1  i 1-7 
2 Di flag |<r), AO ani] € 
2 1 1 1 
3. D, : #2). AG)= -5 ; Di: {Izi>1}, Je) "ot 
2 1 2z+5 
D, : {iel<1, 2). RO 3552 


$8 11. Série de Taylor 


Il est connu que chaque fonction /(z) régulière dans un disque quelcon- 
que |z—z| <R est développable en série entière 


fu)= Ze 2}, 


qui converge dans ce disque et dont les coefficients a, sont déterminés par 
la formule 


an= fx) (1) 
où 
CA = [ fGXz-2)7""!dz, r<R. (2) 
12—20l=7 


Cette série entière est appelée série de Taylor de la fonction /{z) au voisi- 
nage du point z=2. 
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Ce n’est pas toujours que les formules (1) permettent de calculer avec 
“succès les coefficients a,. Les formules (2) y conviennent encore moins. 
Pour calculer d’une manière efficace les coefficients de la série de Taylor. 
on utilise certains artifices dont on va parler plus bas. 


11.01. Par calcul direct de f("(0) démontrer les formules ci-dessous qui 
sont valables pour tous les z: 


D 1 ._S an = 
1. = Dar 2: = 2 eo (2-2). 


ati 
4. shaz= 2’ 2n+1 


0! 
3. chaz= 2 GA 1)! ? 


en 
27 72 


on 


‘ _ S n 2n+1 = S — n a 
5. sinaz= 2 (— 1) mme .…. 6. cos az= 2 ( 1) Gi’ 


11.02. En s’appuyant sur le développement e7= DE , démontrer les 
formules suivantes: 


1. cos Yz= Zt- TE 


2. 


z4n 


(+e-2+2 cos =)= PAT ATTÉ 


4 
1 > zÿ3|_ $ 2" 
3. 3. e + 2e cos ]- 5e. 


2ctpa D ah 
4. ete cos z 2 mr 0, +7, +27, ... 
11.03. En s’appuyant sur le développement ——- 2 z", qui est valable 
pour |z| <1, démontrer les formules suivantes: 


1. race (a<1) 


nl 


2. ——— > - Z(- _ 1) (n + 1) + 2)z° (1z1 < 1). 


z(z+ a) _ nèzn 
” (@-2} DE (Izl 


<|a|, ax0). 


4, LES Z(-1ya-n-22 (Iz1<lal, ax0). 


z°+ a° 
S. 5 Rs = Z(n+ 1X—-1)2%  (Iz1<1). 


z?+ 474+ 26 2n 
6. RE = D m2 (1z1 <1). 


m! . 


7. G-zyn-1 ZOO OH 2e (m=1, 2...) 
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11.04. Trouver le développement en série de Taylor au voisinage du 
point z=0 des fonctions ci-dessous: 

E n 

1 1 
(+zY" " A-zP" 

En développant en série de Taylor des fonctions rationnelles, il est 
souvent utile de décomposer ces dernières en une somme de fractions plus 
simples (il n’est pas nécessaire d’arriver à la décomposition complète en 
fractions simples). 


3. À 


11.05. Effectuer le développement en série de Taylor au voisinage du 
point z=0 des fonctions rationnelles suivantes: 
1 2z-5 


I. G+DG-2)' 2. z2—-52+6° 
> z* 
5 1 


(z?— 1)*(2°+ 4) 
Dans certains cas, la fonction rationnelle peut être simplifiée en multi- 


pliant son numérateur et 2on dénominateur par un facteur convenable- 
ment choisi. 


11.06. Effectuer le développement en série de Taylor au voisinage du 
point z=0 des fonctions suivantes: 
1 2z-1 


Lire 2azsi: 
a 
* G+zX1+2X1+ 2) " (-2)(1+2z+2z+2) 


En développant en série de Taylor des combinaisons de fonctions expo- 
nentielles et trigonométriques, il est souvent utile de transformer la fonction 
intéressée en une combinaison de fonctions exclusivement exponentielles. 


11.07. Effectuer le développement en série de Taylor au voisinage du 
point z=0 des fonctions ci-dessous: 


1. sin°z. 2. cos$z. 3. sint z+costz. 
4. cos’ z+ch?z. 5. esinz. 6. chz-cos z. 


De l'analyse mathématique, on connaît les développements suivants : 


L n(+9=2(-1Y1X, Er: 


2. (+= 2 Gr, sie 


Ici, x est un nombre complexe arbitraire et 
a(æ—1)...(æ—-n+1) 
C2 = n! î 
1, n=0. 
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Les séries ci-dessus convergent non seulement pour les valeurs réelles 
de x dans l’intervalle (— 1, 1), mais aussi pour toutes valeurs complexes de z 
contenues dans le disque |z! <1. Pour les sommes de ces séries (et des 
séries semblables), nous allons conserver, dans le domaine complexe (dans 
le disque de convergence), les mêmes notations que celles adoptées pour les 
valeurs réelles de la variable. (L’argumentation stricte de ce qui vient d’être 
dit constitue le contenu du principe du prolongement analytique.) 


11.08. En s'appuyant sur le développement taylorien de la fonction 
(1 +2}, démontrer les formules ci-dessous: 


z" (Izl<D). 


: . (2n- 2)! - 
2. Y1+z De ni (Iz! 1). 


+ Q@n)! zm+#1 ” 
3. arcsin z = PA nil (1z! 1). 


 +2n+1 
4. In (z2+Y1+7z2) = Zt- 1) D rt - 


11.09. Démontrer les formules suivantes: 


zn+1 


1+z 
1. In —-2 2 (1z1 < 1). 


2. arctg 2= 2-1 2 (1z1 < 1). 


3. > arctg z+2in dE der (1z1 < 1). 


4. Zn (1 - =-1+2 2 (Iz1 <1). 


ET 1) 


11.10. Trouver le développement en série de Taylor au voisinage du 
point z= 7, des fonctions suivantes: 


: 1, 1+ÿz : 
1. shYz-sinYz, z=0. 2. AU z=0. 


3. —, Z9=0. 4.in(1+z+z7), z=0. 
5. chz, z=1. 6. cosz, z,=/4. 

z z?—5 
7 &+DC-2)’ Zo= 1. 8. 21-4:+3? Zo = 2. 
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Il y a encore un autre procédé très efficace de développement des fonc- 
tions en série de Taylor. Ce procédé consiste dans l’utilisation de la méthode 
des coefficients indéterminés cherchés à l’aide de telles où telles relations 
vérifiées par la fonction à développer. Le plus simple exemple d’application 
de ce procédé est fourni par le problème concernant la recherche des coeffi- 
cients de la série de Taylor d’un rapport de deux fonctions dont les séries 
de Taylor sont connues. 


11.11. En utilisant la méthode des coefficients indéterminés, trouver les 
trois premiers termes différents de zéro du développement taylorien au 
voisinage du point z=0 des fonctions suivantes: 


Zz Zz 
1. (+2) 2. tg Z. 3. arte 2° 
z 4 
4. pra S. Ü-z)snz" Gi er, 


11.12. Soient /(z) et g(z) deux fonctions régulières dans un certain voisi- 
rage du point z=0 liées par la relation g(z) = 1622 Posons 
1-az 


fa) = Dar g() =D. 


Montrer que 
Do = Das1 ab, =ah31 (na =0, 1, 2, :): 


11.13. Soient /(z) et g(z) deux fonctions régulières dans un certain voisi- 
nage du point z=0 liées par la relation 


sG)= 1 LÉ — Amz" 
Posons 
JG) = 2 az",  8&()= 2 b,z”. 
Montrer que 


bh-abn-1—... —-@mbn-m=@n (n=m,m+1, ...) 


et que cette relation reste valable pour n<m aussi si l’on considère les 
grandeurs b-1, ..., bn égales à zéro. 


11.14. Soit A(2) = 1 - - Der une fonction régulière dans un certain voisi- 
nage du point z=0. Monter que 


25=l+2 ar 


où 
äæy —1 OO. 0 
La œ —1. ) 
PRESS ÉTELELTELE EEE EEEEEE 
Œn—1 @; —] 
La > 


Q 14728 129 


11.15. Soit f(z) = Jar. Introduisons la notation suivante: 
n=0 


d Gi An 

a; d n+1 
D, (f) D ETES 

An An+1 G2a 


Montrer que la fonction /(z) est une fonction rationnelle si, et seulement si, 
tous les déterminants D,(f) à partir d’un certain numéro n, sont égaux à zéro. 
11.16. Les nombres 4,, n=0, 1, 2, ..., déterminés par les conditions 


Ao=]1, A,= |], An+2= An+1 + À, (n =0, 1, 2, ss) 


forment l’ainsi nommée série de Fibonacci. 
1. Montrer que 


2. Montrer que 


a EST TT. m0 2.2 | 


La méthode des coefficients indéterminés est très utile si la fonction 
développée en série de Taylor vérifie une équation différentielle linéaire. 


11.17. Trouver les développements tayloriens au voisinage du point 
z = 0 des fonctions /(z) ci-dessous qui sont régulières au point z= 0 et satisfont 
aux conditions suivantes: 


1. f() =/G), f(0)=1. 

2. (1+z*f'(2)=1, f0) = 0. 

3. f""(2) +2°f(z) =0, f(0) =0, f'(0) =2. 
4. f"()+fG)=0, SO) =1, f'0)=0. 
. (1-zf"()-2f(2)=0, fO)=0, f'(O)=1. 
6. f'(z) +=") +f@) =0, fO)=1, f'O)=0. 
7. (= 2)f"(2)- 52/2) = 4f2)=0,  SO)=1, f'(O)=0. 


11.18. En utilisant le fait que la fonction fo 
différentielle Vi-z 


(-2YŸ()-7@)=1, f(0)=0, 


vérifie l’équation 


montrer que 
arcsin = .-2n on 1 


a 2 rss EnrD 


11.19. Démontrer les formules suivantes: 
artgz\_ - ' 1 . 1 | 
1. (ussz) =1+ 2(-1) +14. SE (1z| <1). 
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LfinQG+af 1 S, 1% _+{ |.a A 
2, 1 [n0+9) +2 (D (iris. ES (1211). 


-2n+1 


l n_S 1 1 1 |- | 
2: 3 arctg z-in (1 +) 2 ie ( Fos +R (1: < 1). 


Indication. Choisir convenablement les équations différentielles vérifiées 
par les fonctions développées en série. 
11.20. Montrer que 


_ RAA + 2:)(22+ 47)... .(2+ 4) , 2 
e’arsinz] 2 DR gt? 


3 D ÆHTXE+ PF)... (A+ On D) nan 
RD ne 2 + 


Indication. La fonction z)= elsrcin: vérifie l'équation différentielle 
(1-2?) f(2) - Azf () - ÆfG) = 
11.21. Montrer que 


ON 1 AGE-27... (4m) oops 
I. cos (À arcsin z)--1 Dem À ù zn+2, 


AC — 12)...(4-— (27 — 1}°) in 
2 (2n+ 1)! CDR. 


3. (arcsin z}° - - 2 nn 2% 


à MCD 5 (pa 

5. Vi+z°ln G+VTrz)=z- ZIP ne, 

6. à (arcsin =} = 2e |! +++ _ +S _ ET 
7. + (arcsin 2} = JC ET F1 Fate. Te TE 2. 

8. [In(z+V1+2)f- > sr 1-12, 


VT+z 2 2°+2 4 
9. (z+ 1+z°) =] + ZAR EI an 42 4 22 4 { 


à > A(A2+ 17 4°+ 37)... (Æ7+ (27 — 1). zh, 
ræl (2r+ 1)! 


2. sin (2 arcsin z)—Àz - 


La méthode des coefficients indéterminés est aussi utile dans les cas où 
la fonction développée en série de Taylor vérifie des équations fonctionnelles 
d’un autre type et pas obligatoirement des équations différentielles. 


11.22. Soit f(z) une fonction régulière dans un certain voisinage du point 
z=0 satisfaisant aux conditions f{z) = z + f(z*), f(0) = 0. Montrer que 


(2) = Zz?. 


n=0 
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11.23. Soit /(z) une fonction régulière dans un certain voisinage du point 
z=0 satisfaisant aux conditions f{z)=(1 + gz}f{(g?z), (0) = 1, où g, 1g1 <1, 
est un certain nombre fixé. Montrer que 

> ge F 
JO = Lisa. 0-5 (a<-) 


11.24. Soit /(z) une fonction régulière dans un certain voisinage du point 
z=0 vérifiant l'équation f’(z) =/f{gz), f(0) = 1, où qg est un certain nombre 
lg! =i. Montrer que 


C 71 
— +1)/2 


x x * 


Les coefficients des séries de Taylor de beaucoup de fonctions très usuelles 
sont exprimés par l'intermédiaire de certaines suites de nombres spéciales. 

Les nombres de Bernoulli B,, n=0, 1, 2, ..., sont déterminés par les 
relations 


B,= 1, Cix1Bo + Cns1Ba + - + - + Chs1Bn = 0 (a =1), 
et les nombres d’Euler, par les relations 


E=1, Exs1=0, Es + CHE + CE + c++ + CHEan = 0. 
11.25. Montrer que 
Berxs1=0 (k=1, 2, ...). 
11.26. Montrer que 


Bh 
1. 27 As r (zi<2»). 
LE x 
2. Z(- Yan cos z (12 <=) . 
11.27. Démontrer les formules suivantes: 


1. zctgz= 1+ 2 (- 1y 27" Pan Bin jan (1z1 <x). 


En)! 
2. ne DIV (Il <7). 

3. us- 5-0 E-mail [121 <3). 
4 =l+ ZE Bert (171 <a) 


221-122 — 
5. «ei (121<5). 


Z 2| _ < Esn Re x 
6. ntg(e+5)- ZE +1 [12 <5). 
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11.28. Les polynômes de Bernoulli B,(x), n= 0, 1, 2, ..…, sont déterminés 
par l'égalité 


2 < Bx) ; 
ai 2 nr 2 (zl<2x). 


Montrer que 
1. B(0)=B8, (n=0, 1, 2, ...). 


2. pa C1Bx)= x",  (n=0, 1, 2, ...). 


* X * 


Des fois, il est plus commode d'utiliser à la place de la série de Taylor 
la formule de Taylor à terme résiduel. 


11.29. Soit f(z) une fonction régulière dans un domaine simplement 
connexe D contenant un point z,. Montrer que, pour tout point z€ D, la 
formule ci-dessous est valable: 


JG) - 


2 D (7-2 = [Gr dt. 
% 


11.30. Soit /(z) une fonction régulière dans le disque |z| <R et soit r un 
nombre satisfaisant à la condition 0<r<]. Montrer que, pour tout couple 
de points z et satisfaisant aux inégalités |z] <R, [6] <R, 


2-t1<mia (Gi -"XR- 12), (2-1) 160), 
la formule ci-dessous est valable : 


D -10 = LP EU) -rfeX0)1 


n! 
11.31. Soit /(z) une fonction régulière dans le disque |z| < R et supposons 
que deux points z et à de ce disque satisfont à la condition 


I2-61<R- mel 


Montrer que 


1-10 Zen (ES) 


RÉPONSES 

11.04. 

1. SZ (-1Pn+Dm. 2. È ne 
fñæ0 

3. > (— 1) {n+ 1)z2. 4. S DD 
fn=0 6 
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11.05. 


1, À © (= 1n+1-2-n-1)zn, 2, — S (2-n-14 3-n-1)2n, 
3 fn=m0 fm 
= S (C-1pn+t-4-n-ipsantt, 4, — D (zunt zen). 
s næ=0 næmi 
| æ» 
S. — 2 (Sn+6+(-1}14-17-1)z27, 
25 fNn=0 


11.06. 


1, Sont), 2, © (-1)42n+arantt - Danssn), 
n=0 70 


3. > (zsn-zent1), à, S (n+1)X(z87-— z8n1+1), 


fn=0 nd 
11.07. 
1. Sim Si» 
x Ar sn, 2 1 — — 
næl (22)! 2 4 (2)! 
S pr 4.1! pes 24n 1 ’ 
3. 1+ © — 211 + D —2z 
fnæl (2n): n=i ( 
= n un =" æ Qu 
5. S 2° sin —.—. 6. — 1)22n — —, 
4 n BONE Qu): 
11.10. 
= mA +1 _ 2n 
1. > (—-1)? zunti, 2, — . 
A (4n+ 2)! 2 ni 
3. S _Gn)" 2, 4, S znti-23n+s), 
n=0 2"1(n 1h am0 n+ 1 
(2-1)2 (z= 1)2n+1 
S. Ch1——— + sh 1 |. 
sl (2n)! Cn+1)! 


cos(n+T). 7, LS (+(- Dry. 


3 a=0 
8. 1-4 S (z— 2)27+1, 9. JL 5 (12 {-1} 


n=0 V2 n=0 2(n'} 2n+1 
11.11. 
l ee | l 2 
SR RE Lost ztt —:S+ 
RE 5° ‘15 
2 à z? 17 
3. 1+-- — >: 4, [——-—2t+ 
3 45 6 360 
J9 
S. 1+22+—:+ Oo. 1Ls+ 4... 
6 2 
11.17. 
æ— nn 
1], À — 
non! 
— -2n+1 
2. Z(-1»- 
fn=mQ D +] 


= ÀAn+izen+ 1 

3. SD, 

2, (2n+ 1)! & 
z = 2° 

— ae er ef 
737 23.56 2-3.5.6.8.9 

5 On! z2m#1 


eo 2 (n!} 2n+1 


& 12. Suites de fonctions régulières. Intégrales dépendant d’un paramètre 


Les problèmes qui suivent impliquent l’utilisation du théorème de Weier- 
strass : 

La limite d’une suite de fonctions régulières dans un domaine D est aussi 
une fonction régulière dans le domaine D si cette suite converge uniformément 
dans ce domaine. 

On considère connus les différents critères de convergence uniforme des 
suites de fonctions (voir &$ 6). 


12.01. Démontrer la variante suivante du théorème de Weierstrass: 

Soient j,(:) des fonctions régulières dans un domaine D et supposons 
que la suite {/(z)} converge uniformément sur chaque ensemble fermé con- 
tenu dans le domaine D. Alors, la limite de la suite { f,(2)} est aussi une fonc- 
tion régulière dans le domaine D. En outre, pour tout m, la suite { fI(2)} 
converge uniformément sur chaque ensemble fermé, contenu dans le do- 
maine D, vers la dérivée m'èm° de la fonction limite de la suite { f;(z)}. 

12.02. Montrer que les sommes des séries ci-dessous sont régulières 
dans les domaines indiqués entre parenthèses : 


(1Z1-< +). 


2. ZA sin nc (Im =|<1). 
JR aan 


1 


TS _1I s 
À. À En (Zæ 4h25 sa) 
A 


dl 

> (—1}n? (Re z:-0). 
7. > 2-r:»m (Re: > 0). 
de CE (Iare 2] <7j4). 
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12.03. Soit {1,} une suite croissante de nombres positifs et soit 


lim 0 im a Vn — >0 
ES ñ ? im | al | e ° 
Montrer que la somme de Ia série 


2'ae” A2 
1 


est régulière dans le demi-plan Re z-a in 0. 
12.04. Montrer que les produits infinis ci-dessous représentent des 
fonctions régulières dans les domaines indiqués entre parenthèses : 


1. Ta -7 (Izl<1). 2. IQ +2) (Iz1 <1). 
3. (1-2) er (1Z1 < =). a. t(1+(- 17.5) (121 <=). 
S. IT cos? (IZI<æ). 6. The (larg zl <x/À). 


12.05. Soient Z”’|c;| une série convergente et (z) une fonction régulière 
1 


dans un domaine D. Montrer que le produit infini 


IT (1 + cxu(z)) 
représente une fonction régulière dans le domaine D. | 
12.06. Supposons que les séries ci-dessous convergent : 


2 Ch 2% dr | 2% 211". 
Montrer que le produit infini 
il (L+can:) 


représente une fonction régulière dans le demi-plan Re z = 0. 


* * X 


Dans les problèmes qui suivent, outre le théorème de Weierstrass (voir . 
le début du présent paragraphe), il faut utiliser le théorème ci-dessous : 
Soit C une courbe rectifiable dans le plan complexe des t et soit D un 
domaine du plan complexe des z. Si une fonction qœ(t, z) est définie et continue 
par rapport à l’ensemble des variables pour 1€ C et z€ D, et si en outre elle 
est régulière par rapport à z dans le domaine D pour tout tE C, alors la fonction 


fa)= | ft 2 dr 
C 
est régulière dans le domaine D. 
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12.07. Montrer que les fonctions représentées par les intégrales ci-dessous 
sont régulières dans les domaines indiqués entre parenthèses : 


Le d 
1. (ET? (Re z >0). 
0 


2. fri-ie-tdt  (121<=). 
1 


UD 


: J mle-tdt (Rez>0). 
0 


121 
Le dt (Rez=<2). 


[= dt (0<Rez=<2). 
0 


di 


t°+1 


ON 


di 
; Je (Re A > 0). 


e{ dt 
fées (mz>0) 
0 


7 


1 


. fra-mrd  (-1<Rez<2 


ose) 


un 


SE (zE-1,0, zx). 


10. [RE (Rez-0). 
0 


12.08. Soit p(r) une fonction continue pour fz0 satisfaisant à la con- 
dition Him POI 
te.  ! 


=0. Montrer que l'intégrale Î p(t}e”! dt représente 


0 
une fonction régulière dans le demi-plan Re z > 0. 
12.09. Soit y(t) une fonction continue pour — + <{f< + satisfaisant aux 


conditions 
na in |g{r)| se. Im In g(r)1 
te “À = À 


Ce ; Or > O- 
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Montrer que l'intégrale [ter dt représente une fonction régulière dans 


la bande ©, <Im z<o.. 


12.10. Trouver les domaines de régularité des fonctions représentées par 
les intégrales suivantes : 


. f POd, IpOI<M(+n-, a>0. 


2: [ro d, pt) <=M 


: JF dr. pie M4), mec. 
Je 
M 
4. [a pe 


5. | dr, lpOi<Mr, a. 
1 


= dt, lp(th=ME, x > -1. 


(C : argt=2), O<x<—. 


: 
| 
(4) : | 
7. [dt (C:argt-a), -m<a<r. 
C 
] 


9. JE à (c : largr=Z, O=!it] <a)). 


Dans beaucoup de circonstances, le principe de “pmpecie des TRRIESE 
de fonctions régulières joue un rôle important : 

Si les fonctions f\(z), f.(z), ... sont régulières dans un domaine D et satis- 
font aux conditions 


IAGI<M (GED, n=1,2, ...), 


alors, de la suite {f,(z)} on peut tirer une certaine sous-suite { f,,(z)} qui con- 
verge uniformément dans chaque partie fermée du domaine D. 

Dans les problèmes qui suivent, on propose au lecteur d'obtenir certaines 
généralisations et modifications du principe de compacité en s'appuyant 
sur ce dernier. 


12:11. Soient f,(z), n = 1, 2, ..., des fonctions régulières dans un domaine 
D et uniformément bornées (par rapport à #) sur chaque ensemble fermé 
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contenu dans le domaine D. Montrer que de la suite {/f,(z)} on peut tirer 
une sous-suite {f.,(z)} qui converge uniformément sur chaque ensemble 
fermé contenu dans le domaine D (la suite de numéros {n,} est choisie la 
même pour tous les ensembles). 

12.12. Soient j,(z), n = 1, 2, ..., des fonctions régulières dans le disque 
|Z1 < 1 satisfaisant aux conditions 


ADI<MA-1Iz)-T  (Iz1<1, n=1, 2, ...), 


où les nombres M et m ne dépendent pas de 7. Montrer que de la suite 
{ {.(z)} on peut tirer une sous-suite { f,,(:)} qui converge uniformément dans 
chaque disque |z|<r<1. 

12.13. Soit 9D Ia frontière d’un domaine borné D constituée par un 
nombre fini de courbes simples lisses par morceaux, et soient FO des 
fonctions définies et continues sur cette frontière 9D. Montrer {que, si la 
suite {y,(ê)} est uniformément bornée sur 9D, alors, de la suite de fonctions 


{f(2)}, (2) = Ed (& est un entier fixé) on peut tirer une sous-suite 
D 

{fu(2)} uniformément convergente sur chaque ensemble fermé contenu 

dans le domaine D. 

12.14. Soient f,(z), n = 1, 2, ..., des fonctions régulières dans un domaine 
D satisfaisant aux conditions Re f(z)=0 (ze D, n=1. 2, ...). Montrer que 
de la suite {f,(z)} on peut tirer une sous-suite { /,,(z)} qui converge uniformé- 
ment dans chaque partie fermée du domaine D (il est possible qu’elle con- 
verse vers l'infini). 

12.15. Soient f,(z), n = 1, 2, ..., des fonctions régulières et uniformément 
bornées dans un domaine D. Montrer que, si la suite {f,(z)} converge sur 
l’ensemble E, qui a au moins un point limite dans le domaine D, alors elle 
converge uniformément dans chaque partie fermée du domaine D (théorème 
de Vitali). 


k  %X % 


La majeure partie des théorèmes concernant les suites de fonctions ré- 
gulières est applicable aux suites de fonctions harmoniques. 


12.16. Soient u,(x, y), n= 1, 2, ..., des fonctions harmoniques dans un 
domaine D, 'et soit {u,(x,' y)} une suité uniformément convergente vers la 
fonction u{(x, v) dans le domaine D. Montrer que la fonction u(x, y) est 
harmonique dans le domaine D. 

Indication. Examiner la suite {u,(x, »)} dans chaque partie simplement 
connexe du domaine D. On peut y construire des fonctions régulières f,(z) 
pour lesquelles Re f(x +iy)=u,(x, y). 

12.17. Soient u,(x, y), n = 1, 2, .... des fonctions harmoniques dans un 
domaine D satisfaisant aux conditions | 


[uA(x, JIM ((x, r)EeD, n=1, 2, ...). 


Montrer que de la suite {w,(x, »}} on peut tirer une sous-suite {u.,(x, v)} qui 
converge uniformément dans chaque partie fermée du domaine D. 
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12.18. Soient u,(x, y), n = 1, 2, ..., des fonctions harmoniques dans un 
domaine D satisfaisant aux conditions 


Un+a(x, PJ)zu(x, y)  ((x, ED, n=1, 2, ...). 


Montrer que la suite {u,(x, y)} converge uniformément dans chaque partie 
fermée du domaine D (il est possible qu’elle converge vers + =). 

12.19. Soient f,(z), n = 1, 2, ..., des fonctions régulières dans un domaine 
D qui ne s’annulent pas dans ce domaine et qui satisfont aux inégalités 


If(2D1<M" (ED, n=1, 2, ...) 


n 
(la constante M ne dépend pas de 7). Montrer que de la suite {y | f(2)1} 
on peut tirer une sous-suite qui converge uniformément dans chaque partie 
fermée du domaine D vers une fonction |g(z)|, où g(z) est une fonction ré- 
gulière dans le domaine D. 


12.20. Soit Fe, une série entière dont le rayon de convergence est R, 
0 


O<R=<. Montrer que, pour chaque point z,= Ref, il existe des suites 
{n.} et {z.} telles que 


nx 


limz;=Z ; 2'Cn =0. 


K— n=m0 


Indication. Voir les problèmes 12.19 et 12.15. 


RÉPONSES 
12.10. 


1. Tout le plan des z présentant une coupure suivant le demi-axe réel négatif. 

2. Tout le plan des z présentant des coupures suivant les demi-droites [— =, — 1] 
et [1, + =]. 

3. Tout le plan des z présentant une coupure suivant la demi-droite [——, —1)]. 

4. Tout le plan des = présentant une coupure suivant le demi-axe réel négatif 

S. Tout le plan des z présentant des coupures suivant les demi-droites 


[, +=], [argz=2x/3, |z| 1], [argz= -2x/3, |z\>1]. 
6. Tout le plan des z (le point z=— Compris) présentant des coupures suivant les 
segments de droites joignant le point z= 0 aux points z2=1,z=e2%/3, z=e-27%/3, 


7. Tout lc plan des z présentant une coupure suivant la demi-droite arg z2= +1. 
8. Tout le plan des z présentant une coupure suivant la spirale donnée par l équation 


z = — selt&a-lns 1<=s<—. 


9. Tout le plan des z (le point z=+ compris) présentant une coupure suivant la 
demi-circonférence supérieure |z|= 1. 


$ 13. Théorème d’unicite. Prolongement analytique 


Les problèmes qui suivent nécessitent l’utilisation du théorème d’unicité : 

Si une fonction f(z) est régulière dans un domaine D et si elle s’annule sur 
un ensemble E, qui a au moins un point limite dans le domaine D, alors f(z)=0. 

13.01. Soit /(z) une fonction régulière dans la fermeture D d’un domaine 
D. Montrer que le domaine D ne contient qu’un nombre fini de solutions de 
l'équation /(z) = a (pour une valeur arbitraire fixée de a). 
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13.02. Soit f(z) une fonction régulière au point z=z,. Montrer que la 
limite lim SEE) existe et qu’elle est égale à un entier positif. 
2 
13.03. Est-ce qu’il existe une fonction /{z) régulière dans un eertain 
em du pots z=0 satisfaisant à l’une des conditions énumérées plus 
bas (7 = … 


| 


D 
ss 
| 


be 


| à 


ds 
S 
PS, PT, + ST, 

[= ml 
Il 
D mt 
+ 
81” 


[| à 


=eT", 


1) 


11. ns) ff (1) ]l<2n-sr. 


” 
LE 


© 
ns 
nn, 
al 
sm” 
À 
® 
[ 
ns] 


<21-1, 


10. 2-7 < 


)-E 2n+1 |. 


13.04. Soient f,(z) et f.(z) deux fonctions régulières dans un domaine D 
y vérifiant l’équation différentielle f'(z)= P(z, /{z)), où P(z, w) est un poly- 
nôme à ses indéterminées. Montrer que, si en un certain point z,€ D l’éga- 
lité /,(2) =/2(20) a lieu, alors f,(z)=/.(2). 

13.05. Soient /,(z) et f.(z) deux fonctions régulières dans un domaine D 
y vérifiant l’équation différentielle 


SEX z) =P(z, LI 2: s EN), 
où P est un polynôme à ses indéterminées. Montrer que, si en un certain 
point z,€D les égalités 
GO = fo), + - +, FI 20) =S5 70) 
ont lieu, alors /,(z)=/.(2). 
13.06. Montrer que l’équation fonctionnelle f{z)=/f(2z) n’a pas de so- 
lutions régulières au point z=0 et non identiquement constantes. 


12. 
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13.07. Soit g = e7*, où « est un nombre irrationnel. Montrer que l’équa- 
tion fonctionnelle /{z) =/(gz) n'a.pas de solutions f(z) régulières pour 1/2 < 
<|z| <2 et non identiquement constantes. 

13.08. Soit f(z) une fonction périodique régulière dans un certain do- 
maine contenant le point z= =. Montrer que /(z)=const dans tout le do- 
maine de régularité. 


Soit /(z) une fonction définie sur un certain ensemble E et soit F(z) une 
fonction définie et régulière dans un certain domaine D contenant .l’en- 
semble E. Si sur l’ensemble E l'égalité /(z) = F(z) a lieu, alors la fonction 
F(2) est appelée prolongement analytique de la fonction /(z) de l’ensemble 
E dans le domaine D. 

Le principe du prolongement analytique est immédiat d’après le théorème 
d’unicité : 

Si un ensemble E possède au moins un point limite situé dans un domaine D, 
alors il ne peut exister plus d’un prolongement analytique d’une fonction f(z) 
de l'ensemble E dans le domaine D. 

La question concernant l’existence, pour une fonction donnée f{(z) définie 
sur tel ou tel ensemble, d’un prolongement analytique dans un domaine 
plus étendu est assez compliquée et les méthodes de résolution sont extré- 
mement variées. 


13.09. Montrer que les fonctions e*, cos z, sin z, chz, sh z, définies 
initialement seulement pour les valeurs réelles de la variable, peuvent être 
prolongées analytiquement dans tout le plan complexe en les développant 
en série de Taylor. 


En combinant un polynôme et une fonction exponentielle (où bien des 
fonctions trigonométriques), on peut obtenir le prolongement analytique 
depuis l’axe réel pour toute une série de fonctions élémentaires. 


13.10. Trouver le domaine le plus étendu dans lequel on peut prolonger 
analytiquement depuis l’axe réel les fonctions suivantes : 

J. tgz. 2. ctgz. 3.thz. 4. ecosz, 

5. et, 6. sin(thz). 7. cos (e*). 

8. th(e). 9. ctg (ch z). 


13.11. Montrer que la fonction In z définie pour les valeurs positives de 
z peut être prolongée analytiquement dans tout le plan complexe présentant 
une coupure suivant le demi-axe réel négatif, et, en désignant ce prolonge- 
ment analytique par le symbole (In z), obtenir la formule 


(nz)=ln|z| +iargz (larg z| <x). 
è 
Indication. Utiliser la formule In z= J£ qui est valable pour tous les = 
positifs. 1 
13.12. Soit « un nombre réel arbitraire. Montrer que la fonction z°, 
définie pour les z positifs, peut être prolongée analytiquement dans tout 
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le plan complexe présentant une coupure suivant le demi-axe réel négatif, 
et, en désignant ce prolongement analytique par le symbole (z°), obtenir la 
formule 
z)=1|zl"e" "67 (|jarg z| <x). 

Indication. Utiliser la formule = =e* ": qui est valable pour tous les = 
positifs. 

13.13. Soit 0 <x<1. Montrer que pour z situé en dehors du demi-axe 
réel négatif, on a 
= (2 -1).4, 


1+z 
0 


où A= ja "dt, le symbole (z°) étant défini dans le problème 13.12. 


t+1 
13.14. Soit O<x<2. Montrer que pour Rez=0, 


[2 dr=(-2).4, 


t°+ 2? 
0 


et pour Re z<0, 


[= (27-94, 


0 


où A= É dt, le symbole (z*) étant défini dans le problème 13.12. 


1®+1 
13.15. Montrer que 


di =? ((in z) A+B) (Rez=—0) 


Je 
et 
a dt= + ((in(- z))-A+B) (Re z<0), 
0 
où 4=%5, B= _— — = — di, le symbole (In z) étant défini dans le problème 
0 
13.11. d 


* * x 


Pour le prolongement analytique, on utilise souvent un théorème formulé 
dans le problème qui suit. 


13.16. Soit ®(z,, ..., z,) une fonction définie, lorsque 
Zr€ De (k= 1, 2, ….., n), 
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et régulière par rapport à chaque variable z, dans le domaine D,, toutes les 
autres variables étant arbitrairement fixées. Montrer que, si chaque domaine 
D, contient un intervalle non vide (a,, b4) de l’axe réel et si 


P(z, DES Zn) =0 (21€ (a; b;), 73 AL CFE b)), 


alors D(z,, ..., z,)=0. 

13.17. En s’appuyant sur la validité des formules ci-dessous pour les 
valeurs réelles des variables, montrer qu'elles restent aussi valables pour 
des valeurs complexes arbitraires de ces variables : 


J. e1+22—e61.6e2, 

. Cos* z+sin? z= 1. 

. Sin 2Z=2 sin z COS z. 

. Ch 2z=ch° z+sh°? 2. 

. Sin (Z, +22) = SiN Z, COS Z, + COS Z, SIN Ze 
. Ch(z,+z)=chz, ch z,+sh z, sh z.. 


Z+2z Z—2Z 
+ COS Z1+C0S z, = 2 COS cos +. 


I OU BEW D 


8. shz,+sh z,=2 sh AE ch #4. 


13.18. Soit /(z) une fonction régulière dans un certain domaine, qui 
contient le segment [0, 1], satisfaisant à La condition f{z + 1)=/(z). Montrer 
que la fonction /{z) peut être prolongée analytiquement dans une certaine 
bande —-ô <Im z<ô, à 0. 

13.19. Soit /(z) une fonction régulière dans un certain domaine, contenant 
le segment [0, 1], et supposons qu'elle satisfasse à la condition 


f{z +1) =azf(z) +p(), 


où p{(z) est un polynôme. Montrer que la fonction /{z) peut être prolongée 
analytiquement dans une certaine bande —ô-<Im z<ô. 

13.20. Soit /(z) une fonction régulière dans un certain domaine contenant 
le segment [1, 2], et supposons qu’elle satisfasse à la condition 


f(22) = af{) + PE), 


où p{(z) est un polynôme. Montrer que la fonction /(z) peut être prolongée 
analytiquement dans un certain angle —-ôÔ<arg z<ô, ô-0. 

13.21. Soit /(z) une fonction régulière pour p <|z| < 1 vérifiant l’équation 
fonctionnelle /{z) = af{z?) + g{z), où g(z) est une certaine fonction donnée 
régulière dans le disque |z] < 1. Montrer que la fonction f{z) peut être pro- 
longée analytiquement dans la couronne 0 <]z| <1. 

13.22. La fonction gamma d’Euler Z"(z) est définie pour z -0 par l'égalité 


T(z)= fr-1e-t dt. 
0 
Montrer que la fonction (z) peut être prolongée analytiquement dans tout 


le plan complexe à l'exception des points z=0, —1, —2, ... 
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Indication. Montrer que la fonction Z"(z) vérifie l’équation fonctionnelle 
T(z+1)=21(z). 

13.23. La fonction bêta d’Euler B(z, &) est définie pour z -0 et & -0 par 
l'égalité 


1 
B(z, &)= fe-1 -tÿ-1dt. 


Montrer que la fonction B{z, &) peut être prolongée analytiquement par 
rapport à chacune des variables dans tout le plan complexe à l’exception des 
points z=0, —1, —2, ... (respectivement À =0, —1, —2,. 

Indication. Montrer que la fonction B(z, &) vérifie les équations fonction- 
nelles 


B(z,)=B(, 2),  B(z+1,0)=-2 B(z, 0). 


* X * 


La majorité des procédés de prolongement analytique est liée au théorème 
de Cauchy concernant l’indépendance de l'intégrale du chemin d’intégra- 
tion. Ces procédés sont principalement appliqués aux fonctions représentées 
par telles où telles intégrales. 

. 13.24. Soit œ(£) une fonction régulière dans la couronne r<{|0|<R. 
Montrer que la fonction /(z) donnée dans le disque |z| <r à l’aide de la 
formule 


fo=7 JC-YrO& Gz1<n 
[= 


(m est un entier) peut être prolongée analytiquement dans le disque [z| < R 
et que ce prolongement analytique F(z) est donné par la formule 


Fh= | C-YrO& (z1<R). 


Ül=R 


13.25. Montrer que les fonctions ci-dessous peuvent être prolongées 
analytiquement dans les domaines D indiqués entre parenthèses : 


1 
1. f{z) = [ Ur) & Guen, (D: IzZ1<<). 
(El=1 
1 
2. f(z)= see (1zl = 1); (D : 1z1 -0). 
= 


1 
cos |C+— 
3. o- J a + (IZ1<2); (D:1z1<). 
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1] 1 
Êr= 
4. f(z) = cs (+3) a. (Iz21=2); (D:z#0, i, —-i). 


— 7)? 
— G+1  (C—2) 
1 

5. f(z) = Il sh(e++) 4 S (1z1 < 1); (D : |z1<). 

[é[=1 

—1& di ] ; 

6. f(z)= Te A7 (1z1<1); (D:24%, 2, 

C1 


13.26. Soit (£) une fonction régulière dans la bande —-a=<ReËë <0 
satisfaisant à la condition 


p()1 = M(1 + I£1)-*, æ>0 (-a=Reë =<0). 


Montrer que la fonction 
fo= [Ed (Rez-0 


admet un prolongement analytique dans le demi-plan Re z > —a et que ce 
prolongement analytique F(z) est donné par la formule 


—a+ie 
F@= [ Ad (Rez--a) 
13.27. Montrer que, pour le prolongement .analytique F(z) construit 
dans le problème 13.26, la formule ci-dessous est valable : 
i— 
F(:) = PC dE — 2niq() (-a<Rez=<0). 
—(— 
Indication. Utiliser la formule intégrale de Cauchy. 


13.28. Montrer que les fonctions suivantes peuvent être prolongées 
ner qUemEnt dans les domaines D indiqués entre parenthèses : 


d 
1. f(z)= je . + (Imz=0); (D : Imz>-1). 
d® | | L 
2. 10 Je (Im z>0); [o : Im 2-5). 


3. f(z)= Je EL (Imz=0); (D : |Izl< >). 


a Jo [æ. a>0 (Imz>0); (D : Iz1<+). 
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5. f(z) = Jr TE Te (Im z<0): ( : Im 2%). 


6. f(z) = Jef Dh (Im z -0); (» : 247, +, DE 


13.29. Soit (£) une fonction régulière et bornée dans l’angle |arg ê| = 
s<a<7/2. Montrer que la fonction f{z) définie dans le demi-plan Re z-0 
par l'égalité 


10) [EE & 
< 0 


peut être prolongée analytiquement dans l'angle |arg z| <T+a. 


Indication. Tourner le contour à intégration. 

13.30. Soit œ(£) une fonction régulière et bornée dans l’angle |argé| = 
<a<71/2. Montrer que la fonction f{(z) définie dans le demi-plan Re z-0 
par l'égalité 


Je)= [ptet d 
0 
peut être prolongée analytiquement dans l’angle |arg z| <T+a. 


13.31. Montrer que les fonctions suivantes peuvent être prolongées 
analytiquement dans les domaines D indiqués entre parenthèses : 


1. fa)= S Ad: (D : larg zi =). 

2. f(2)= Fe (o larg 21 < À). 
3. no [Ex & a=0: (D : larg(z+a)| <x). 
4. f(z2)= fera: (D : larg zl <x). 


5. pe fe-srent & m=2,3,...: (D: largzl<n). 


6. fG) = [esse (D : z&{Rez=0, |Imz|=1}). 
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7. (2) = lé (D : [arg z| <). 


8. SE) = EE. (D : larg z1< À). 
9. f{z)= fe (D :z6[-=, -1], zéll, +=). 
10. f(z) = [Re a>0; 


( : ze{(Rez=l, Imz=0}, zé{Rez=-1, Imz<0)). 


13.32. Montrer que pour tout «, la somme de la série Dre definie 


par cette série dans le disque |z| <1, peut être prolongée n üduenent 
dans tout le plan complexe présentant une coupure suivant la demi-droite 


[1, |]. 


Indication. En utilisant la formule n-°=- = TG se" dt, mettre la som- 


me de la série sous la forme d’une intégrale. 
13.33. Montrer que l’assertion du problème 13.32 reste vraie également 
pour les sommes des séries 


Sn- In n-2°, Zn An n)ÿz". 
nm? 
* * *X 


‘Parfois, en effectuant telles ou telles transformations des séries ou des 
intégrales, on arrive à obtenir des séries ou des intégrales ayant un autre 
domaine de convergence. Cette circonstance permet souvent de réaliser un 
prolongement analytique. 


13.34. Soit (7) une fonction régulière dans le disque || < 1, et supposons 
que q(t)= Z'cAt" et que la série Z’c, converge. Montrer que la fonction /(z), 
0 0 


définie pour Re z 0 par la formule 


fe= [pu à, 


peut être prolongée analytiquement dans tout le plan complexe à l'exception 
des points z=0, —-1, —2, ..., et que ce prolongement est donné par la 


formule /(z) = ZE 


n+z° 
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13.35. Montrer que les fonctions F(z) donnent le prolongement analyti- 
que des fonctions f(z) : 
1 


before, of 
SL UE j merde FR=-ZOE. 
3. fG)= = dt, «>0; FH=-3CY. 
ARS JE id = 2. 
5. fG)= = 14 GORE 


6. = | ue Bd, FO 22m 
1 


13.36. Montrer _ la somme de la série 
JG) +$ D 2 PDe GER) 


n+z n! 
peut être prolongée analytiquement dans tout le plan complexe, à l’exception 
des points z=0, +1, +2, ..., et que, pour Re z-0, ce prolongement est 
donné par la formule 
F(2)= +2 (1-zX2-2).. 22) 


(Re.z = 1) 


Indication. Montrer que, pour 0<Rez=<1, la somme des deux séries 
1 
est égale à l'intégrale | r*-11—1)-* dt. 
0 


13.37. Soient l'(z) la fonction gamma d’Euler et B(z, &) la fonction bêta 
d’Euler (voir les problèmes 13.22 et 13.23) Montrer que 


_ra)TroO 
B(, D) =. : 


Indication. Pour z-0 et & —0, calculer l'intégrale 


f f e-+PxE-1yX-19x dy 


par deux méthodes : comme produit d’intégrales par rapport à x et par 
rapport à y, et par passage aux coordonnées polaires. 
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13.38. En s'appuyant sur la formule = > CT (voir le problème 
repéré 5.30), montrer que Z'(z)l (1 -z)=—° 


Sin 7z ‘ 
Indication. Voir le problème 13.37 et n° 4 du problème 13.35. 
RÉPONSES 
13.03. 


1. Non. 2. Non. 3. Oui. 4. Oui. 5. Non. 6. Oui. 7. Non. 8. Non. 9. Oui. 
10. Non. 11. Non. 12. Non. 


13.10. 
1. Tout le plan, sauf les points 2 Qn+1,, n=0, +1, +2, … 
2. Tout le plan, sauf les points z=7n, n=0, +1, +2, ... 


7ti 
3. Tout le plan, sauf les points 2. (2n+1), n=0, +1, +2, ... 
4. Tout le plan, sauf les points 2 Qn+1), n=0, +1, +2, … 
5. Tout le plan, sauf les points 2 Qn+1), n=0, +1, +2, 


6. Tout le plan, sauf les points 2 Qn+1) n=0, Et 42 
7. Tout le plan. 


8. Tout le plan, sauf les points z=1In 
n=0,1,2,..., m=0, +1, +2, ... 


. +2xi Fr (n+z) 
a = im+ — n+—|, 
FES 


9. Tout le plan, sauf les points = (2n+1), n=0, +1, +2,..., 
z=tin(znt Van l)+2nim, n=1,2,3,..., m=0, +1, +2, ... 
$ 14. Principe du maximum 
Les problèmes qui suivent impliquent l’utilisation du principe du mo- 
dule maximum formulé comme suit : 
Soit f(z) une fonction régulière dans un domaine D et soit M = supf(z)/ 


2€D 
Alors, ou bien en chaque point intérieur au domaine D l'inégalité | f(z)|< M 
a lieu, ou bien f(z)=Me!?, où œ est un entier réel constant. 

14.01. Soit f(z) une fonction régulière dans un domaine D. Montrer 
que, si pour toute suite de points z,€ D, qui converge vers un point quel- 
conque de la frontière du domaine D, l'inégalité lim |f{z,)| = M a lieu, alors, 
en chaque point intérieur au domaine D l'inégalité | f{z)| < M est vérifiée, 
ou bien f(z)= Me. : 

14.02. Soit /(z) une fonction régulière dans le disque |z| <1 y vérifiant 
l'inégalité |f(z)1 < M. Montrer que, si /(0) =0, la fonction /(z) satisfait aussi 
à une inégalité plus forte |f{z)| <= M|z| dans le disque |z| < 1, et, dans ce cas, 
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si en au moins un point %, 0 </|2]l <1, l'égalité |f(z)| = M1z)| est vérifiée, 
alors /(z) = Mze!?, où y est une constante réelle (lemme de Schwarz). 
Indication. Examiner la fonction /(z)/z et montrer qu’elle peut être pro- 
longée analytiquement au point z=0. 
14.03. Soit /(z) une fonction régulière dans le disque |z| < R y satisfaisant 
à l'inégalité |f(z)1 <M et soit /(0)=0. Montrer que |f’(0)1 <= M/R et que le 


signe d'égalité n’est possible que pour la fonction f(z)= Mets + | 


14.04. Soit /(z) une fonction régulière dans le disque |z| < R y satisfaisant 
à l'inégalité |/(z)| < M et s’annulant en un certain point z, de ce disque. 
Montrer les inégalités ci-dessous : 


RIz-2| 


LG) < M RER 


(IZ1<R);  1f"()l = RTE 

14.05. Soit f(z) une fonction régulière dans la bande |Re z| <x/4 y 
satisfaisant à l’inégalité |f(z)| < 1 et s’annulant au point z=0. Montrer que 
(2) = |tg zl dans cette bande. 

14.06. Soit f(x) une fonction régulière pour Re z-0 y satisfaisant à 
l'inégalité |f(z)| <1 et s’annulant aux points z,, z., ..., z,. Montrer que 


Iz—2,112-21...1Z2-2nl 
A) = Eralrr el re (Rez>0) 
14.07. Soit /(z) une fonction régulière et bornée dans le demi-plan Re z -0 
S’annulant dans la suite de points {z,}, z,— +, de ce demi-plan. Montrer que 


ou bien f(z)=0, ou bien la série Z’Re _ converge. 


14.08. Soit f(z) une fonction érulière et bornée dans le disque |z| <R 
s'annulant dans la suite de points {z,} de ce disque. Montrer que ou bien 
f()=0, ou bien la série Z'(R-—1z,1) converge. 

Indication. Voir le problème repéré 14.04. 

14.09. Soit /(z) une fonction régulière dans le disque |z| < 1 y satisfaisant 
à l'inégalité |f(z)1 < M et soit f(0) = w,, |w,|-< M. Montrer l'inégalité 

[fG)-w]| ee [z| 


Te “M (SD: 


14.10. Soit f(z) une fonction régulière dans le disque |z|] < R satisfaisant 
aux inégalités |f(z)! < M, |/(0)| =m-<M. Montrer l'inégalité 


R 
POI<M RTS (Iz1<R). 


14.11. Soit P(z) un polynôme de degré n et soit PRE |P(z)|. 
HET 
Montrer que, pour O<r,<r,, l'inégalité 


Mr) _ M(r2) 
A 4 


a lieu et que le signe d'égalité pour au moins un couple de valeurs de r, et 
r, n’est possible que pour un polynôme de la forme P(z)= az". 
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14.12. Soit P(z)=7"+a,z-1+...+a,. Montrer qu'en au moins un 
point de la circonférence |z| = 1 l’inégalité |P(z)| - 1 a lieu, ou P(z)=z7". 

14.13. Soit P(z) un polynôme de degré n satisfaisant à l'inégalité | P(z)| = 
< M dans l'intervalle (— 1, 1). Montrer qu’en chaque point z, extérieur à cet 
intervalle l'inégalité |P(z,)| < M(a + by a lieu (ici, a et b sont les demi-axes 
de l’ellipse ayant pour foyers les points — 1 et 1 et pe par 2). 


Indication. Examiner la fonction Q(£)=È mac dans le domaine 


Êt>1. 


X * x 


14.14. Soit f(z) une fonction régulière dans un domaine D et soit 
inf |f(z)|=u=-0. Montrer que /{(z)=ue*”, ou bien |f{z)| -u pour chaque 
2€D 


point intérieur au domaine D. 

14.15. Soit /(z) une fonction régulière dans un domaine D et continue 
dans la fermeture D de ce dernier, et supposons que son module reste 
constant sur la frontière du domaine D. Montrer que, si la fonction /(z) n’est 
pas identiquement constante, elle s’annule en au moins un point du do- 
maine D. 

14.16. Soient /(z), . ou des fonctions régulières dans un domaine 


D et soit M- lim à {I f@) +...+1f(2)1}. Montrer que, si au moins une 


des fonctions fe n'est pas identiquement constante, en chaque point de 
D l'inégalité |f,(z)1 +... +1f,(z)1 < M a lieu. 

14.17. Soit f(z) une fonction régulière dans le disque 1z| <R et soit m 
un entier positif. Montrer que, si la fonction /(z) n’est pas identiquement 
constante, la fonction 


27 
Inter) = 37 [ fire)" dp 
0 


croit monotonement pour O<r<R. 
Indication. Mettre l'intégrale sous la forme de limite de la somme in- 


tégrale. 


* * X 


Pour les fonctions régulières le principe du maximum est un cas partü- 
culier du principe du maximum beaucoup plus général concernant les 
fonctions sous-harmoniques, et même lors.de l'étude des fonctions régulières, 
à l’aide de ce principe on peut obtenir beaucoup plus. 

Une fonction réelle u(z) définie dans un domaine D est appelée sous- 
harmonique dans ce domaine : 
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a) Si la fonction e“? est continue dans le domaine D. 
b) Si le point z, est situé dans le domaine D et si le nombre p 0 est 
assez petit, l'inégalité ci-dessous a lieu : 


pas 
U(2o) = 3> Ï u(z, + 0e!) dp 


0 

(généralement parlant, cette intégrale est impropre ;: si elle diverge, on la 
considère égale à — =). 

14.18. Soit u(z) une fonction non identiquement constante et sous-har- 
monique dans un domaine D. Notons M = lim #(z). Montrer qu'en chaque 

:-0D 

point du domaine D l'inégalité u(z) < M a lieu (principe du maximum). 

14.19. Montrer qu’une fonction w{(z) qui est harmonique dans un do- 
maine D est sous-harmonique dans ce domaine. 

Indication. Voir le problème 10.29. 

14.20. Soit u(z) une fonction harmonique dans un domaine D. Notons 


M=limu(z), m=lim u(z). 
z=0D :-0D 


Montrer que, si m< M, alors en chaque point du domaine D les inégalités 
m=<u(z)< M sont valables (principe du maximum et du minimum pour les 
fonctions harmoniques). 

14.21. Montrer qu'une fonction u(z)=|f{z)| est sous-harmonique dans 
un domaine D si la fonction /f(z) est régulière dans le domaine D. 

Indication. Voir le problème repéré 10.26. 

14.22. Soit u(z) une fonction admettant dans un domaine fini D des 
dérivées partielles secondes (par rapport à x= Re z et par rapport à y= 


= Im z) et soit ca = +5 =0 dans ce domaine. Montrer que la fonction 


u(z) est sous-harmonique dans le domaine D. 

Indication. Ecrire pour la fonction u(z,+pe) la formule de Taylor à 
terme résiduel (en passant aux variables x = Re z et y=Im z).. 

14.23. Soit f(z) une fonction régulière dans un domaine D. Montrer que 
les fonctions u(z)= In |f{z)| et u(z)=1f(z){", «0, sont sous-harmoniques 
dans le domaine D. 

Indication. Aux points où f{z)=0, l'inégalité requise est évidente. Aux 
autres points, on vérifie aisément que les fonctions sont sous-harmoniques 
en utilisant, par exemple, le résultat du problème 14.22. 

14.24. Soient u,(z) et u,(z) deux fonctions sous-harmoniques dans un 
domaine D. Montrer que : 

1. Si les nombres a et b sont positifs, la fonction au,(z) + bu.(z) est sous- 
harmonique dans le domaine D. 

2. La fonction u(z)= max {u,(z), u.(z)} est sous-harmonique dans le do- 
maine D. 

3. La fonction u(z)= 1|u,(z)l° est sous-harmonique dans le domaine D 
pour æ=Ï1. 

4. Pour «0, la fonction w{z)=e""1 est sous-harmonique dans le 
domaine D. 
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14.25. Soient f.(z), . .., f,(z) des fonctions régulières dans un domaine 
D. Montrer que, pour æ=—0, la fonction u(z)=|f(z)|*+...+1/,(z)l* est 
sous-harmonique dans le domaine D. 

14.26. Soit f(z) une fonction régulière dans le disque |z| < R. Montrer 
que, pour tout x 0. la fonction 


on 


1) = | Wire) dp 
0 


est une fonction monotonement croissante de r dans l'intervalle 0O=r<R 
(si /(z)= const). 

Indication. Montrer que la fonction Z,(r) peut être considérée comme une 
fonction sous-harmonique de la variable z = ref. 


x * X 


Les cas où une fonction sous-harmonique dépend seulement d’une cer- 
taine combinaison des variables x = Re z et y = Im z sont les plus intéressants. 


14.27. Montrer que la fonction u(z) =g(Re z) est sous-harmonique dans 
la bande a=<Re z = b si, et seulement si, la fonction q(x) est convexe vers 
le bas dans l'intervalle a = x = b. 

14.28. Montrer que la fonction u(re!’) =œ(r) est sous-harmonique dans 
la couronne pe <|z| = R si, et seulement si, la fonction g(r) est logarithmique- 
ment convexe dans l'intervalle (op, R), c'est-à-dire si pour trois valeurs quel- 
conques de p<r,<r,<r,=< R, l'inégalité ci-dessous a lieu : 


Inr,-inr. nr.-Iinr, 
inr,-inr, +PUS) nr. 


g(r2) =q(r 1) 


14.29. Montrer que la fonction u(re#)=r";(8) est sous-harmonique 
dans l’angle « <8 <B si, et seulement si, la fonction (0) est trigonométri- 
quement p-convexe dans l'intervalle (œ, B), c’est-à-dire si pour trois valeurs 
quelconques 6,, 0,, @, satisfaisant aux conditions «a<60,<0,<80,<B et 
0,-0,<xlJo, l'inégalité ci-dessous a lieu : 


sin 0(N, — 0.) sin o(//. — Ü,) 
AU) <p(0,) sine. 0) *Ÿ + (03) Sin e(0, - 0)" 


14.30. Soit f(z) une fonction régulière pour p <|z| < R. Notons M(r) = 
= max |/(z)]. Montrer que pour 0<r,<r,<r,<R l'inégalité ci-dessous 
HEL 
a lieu : 
nr,-inr 


nr,-in r In M() . 


Inr.-inr, 
In rs-in nñn 


In Mr.) = In M(r:) 


(théorème des trois cercles d’Hadamard). 
14.31. Soit /(z) une fonction régulière pour 0 <]z| -R. Notons 


27 


L)=L[ Vrenie de @-0) 
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Montrer que pour p<r,<r,<r;< R, l'inégalité ci-dessous a lieu : 
L(r)ln2+1{(r)in? +1(r)In£=0. 
le rs " 


14.32. Soit /(z) une fonction régulière pour Re z-0 vérifiant l'inégalité 


M1z! > 
= y, **1 (Rez>0). 


Montrer que la fonction 
dr 
I(ç)= ] {re)l — 
est une fonction de convexe vers le bas dans l'intervalle -x/2<g <x/2. 


X X * 


Le principe du maximum cesse d’être vrai si sur la frontière du domaine 
il y a au moins un point en tendant vers lequel la fonction peut admettre 
une limite infinie. Quand même, si l’on limite la vitesse avec laquelle la 
fonction tend vers l'infini, on peut parfois ignorer ce point exceptionnel. 


14.33. Soit f(z) une fonction régulière pour «<arg z<B, continue sur 
les côtés de cet angle, satisfaisant sur eux à l'inégalité |f{z)| = M et à l’inté- 
rieur de l’angle à l'inégalité 

IJG)1 < Mer, 
où p est un entier positif arbitraire inférieur à — . Montrer que la fonction 
f(z) satisfait également à l'inégalité |f(z)1 = M à l'intérieur de l’angle a = 
<arg z=<f (théorème de Phragmen-Lindelôf). 

Indication. Montrer d’abord l’inégalité u,(z)=in M, où 

HE)= in fa -ezicos a (ar z-%À), <<. 
ensuite, passer à la limite pour € —0. 

14.34. Soit /(z) une fonction régulière dans l'angle «x <arg = <f et con- 
tinue jusqu’à ses côtés sur lesquels elle satisfait à l’inégalité |f(z)| <= M. 
Montrer que, si à l’intérieur de cet angle la fonction f(z) satisfait à l’inégalité 

PROPRES 
où ô(x) est une fonction pour laquelle 
Lim Ô(x) = 0, 
X—+— 
alors on a aussi |f(z)| <= M partout à l’intérieur de l'angle. 


Indication. D'abord, en utilisant le résultat du problème 14.33, montrer 
que la fonction auxiliaire 


In |f{z)1 -elzi cos p (are = 2 
est bornée dans l’angle x <arg z<f. 


“+8 
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14.35. os f{z) une fonction régulière dans la demi-bande Re z>0, 
-5<Im 2<7, et continue jusqu’à ses côtés sur lesquels elle satisfait à 


l'inégalité | fé) < M. Montrer que |/f{z)| <=M dans toute la demi-bande, ou 
bien il existe un nombre Ô 0 tel que 


Dax Put f(x +ip)l > (x =-x). 


—1/2=y= 


14.36. Soit f(z) une ne régulière pour Re z>0 et continue pour 
0<Re z< = satisfaisant en outre aux inégalités 


f&I<MeAl®  (Rez>0), o<1; 


JU)I<Me*,  If-inl<Me*, O0). 
Montrer que 


|f{re!)| = M exp (r LE oser EE sin c]) à 
— 7/2 <0 <7/2. 


14.37. Soit f{z) une fonction régulière dans la bande a<kRe z-<b, con- 
tinue jusqu’à ses côtés et satisfaisant aux inégalités 


If(2)1 <M,eAkl  (a=<Rez=<b); 
fa+iyl<Meb,  1fb+iy)<Meb. 
Montrer que 
IC + ip) = M exp [a ?=© = ee) in}, a=c=b. 


X x X 
14.38. Soit /(z) une fonction régulière dans le disque |z| <R et continue 
27% 


dans le disque |z| <R, et soit | In | f(Re)| dp = — +. Montrer que /(z)=0. 
0 21 


Indication. Montrer que l'intégrale | in |f{re7)| dp est une fonction non 


(1) 
décroissante de r pour 0O<r=<R; voir le problème 14.26. 
14.39. Soit /{z) une fonction régulière dans le demi-plan supérieur 
Im. z 0 et continue dans sa fermeture (le point z= = inclus). Montrer que, 


in HI _ 
si] ET dx = —- =, alors f(z)z0. 


” Indication. Examiner la fonction g(£)=/f (= + dans le disque || <]1 et 
utiliser le résultat du problème 14.38. 
14.40. Soit f(z) une fonction régulière pour Re z=0 satisfaisant aux 


conditions 
f(n)=0, n=0, 1,2, ...; 
f(x + iy)| æ eAx+alyl, 0O<a-<mxz0, << æ),. 
Montrer que /(z)=0. 
156 


Indication. Examiner la fonction auxiliaire 
PC 
14.41. Soit /(z) une fonction régulière pour Re zz0 satisfaisant aux 
conditions 
a) If(z)1 <=1(Re z=0) ; 
b) IÂ&)1<Mer"", e>0 (Rezz0); 
c) lim In JO! : 


X— +e 


Montrer que /{z)=0. 


CHAPITRE III 
FONCTIONS ANALYTIQUES MULTIFORMES 


$8 15. Fonctions analytiques dans un domaine 


Soit D un domaine arbitraire du plan complexe élargi et soit z, un certain 
point fixé de ce domaine. Désignons par le symbole A(D, z,) l’ensemble de 
toutes les lignes polygonales Z' d’origine z, contenues dans le domaine 
D (si le point est situé dans le domaine D, une ligne polygonale J' peut 
passer par ce point, mais, dans ce cas, elle doit comporter un nombre fini 
de segments). 

Une fonction f(1”) définie sur l’ensemble A(D, z,) (c’est-à-dire la loi 
qui à chaque ligne polygonale l'E A(D, z,) fait correspondre un nombre 
complexe f(1")) sera appelée fonction analytique dans le domaine D si elle 
jouit des propriétés suivantes : 

a) Pour une déformation arbitraire de la ligne polygonale J' dans un 
voisinage assez petit d’un quelconque de ses points, la valeur de la fonction 
f() ne varie pas. 

b) Pour une variation arbitraire de l'extrémité de la ligne polygonale 7° 
dans un voisinage assez petit, la fonction /(7”) dépend exclusivement de cette 
extrémité variable, étant une fonction régulière de cette extrémité dans le 
voisinage mentionné. 

Pour plus de clarté, donnons une définition nette des notions de dé/or- 
mation d’une ligne polygonale et de variation de son extrémité : 

On appelle déformation arbitraire d’une ligne polygonale T' dans un do- 
maine D, le remplacement de tout tronçon de cette ligne polygonale se 
trouvant dans le dornaine D, par une ligne polygonale arbitraire contenue 
dans le domaine D, ayant la même origine et la même extrémité que le 
tronçon remplacé. 

On appelle variation arbitraire de l'extrémité d’une ligne polygonale T 
dans un domaïne D, contenant cette extrémité l'adjonction à l'extrémité de 
la ligne polygonale JZ' d'une ligne polygonale arbitraire contenue dans le 
domaine D. 

Nous allons désigner par le symbole ( f(z)), une fonction analytique dans 
un. domaine D ; ici, on note z l'extrémité de la ligne polygonale 7". Une 
telle notation souligne que la dépendance de la fonction de l'extrémité de la 
ligne polygonale l'est la dépendance principale, tandis que la dépendance 
de la forme de la ligne polygonale J” nest qu’une dépendance secondaire. 


15.01. Montrer qu’une fonction régulière dans un domaine D est une 
fonction analytique dans ce domaine. 

15.62. Montrer que, si une fonction analytique dans un domaine D ne 
dépend pas de la forme d’une ligne polygonale J” et dépend exclusivement 
de son extrémité, cette fonction est régulière dans le domaine D. 
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15.03. Soient (/{z)), et (g(z)). deux fonctions analytiques dans un do- 
maine D définies pour l'E A(D, z). Montrer que les fonctions (f{z))r + 
+(gG))r, (/G))r-(g())r sont aussi des fonctions analytiques dans le do- 
maine D. 

15.04. Soient (/f{z))- et (g(z))- deux fonctions analytiques dans un do- 
maine D définies pour l'E A(D, z,). Montrer que, si la fonction (g(z))- ne 


s’'annule pas dans tout son domaine de définition, alors la fonction g DE 
est analytique dans le domaine D. (Gr 


15.05. Soit (/(z)). une fonction analytique dans un domaine D et soit 
F(Ë) une fonction régulière dans tout le plan complexe. Montrer que la 
fonction F((/(z))-) est analytique dans le domaine D. 

15.06. Soit J' une ligne polygonale d’origine 1 et d'extrémité z ne passant 
pas par les points O et =. Désignons par le symbole (In z). la grandeur 


(In z),= J- Montrer que la grandeur (In z)- est une fonction analytique 


dans tout le plan complexe privé du point z=0. 

15.07. Soit « un nombre complexe arbitraire. Montrer que la grandeur 

z*)-=e""aor, où l'expression (In z)- est définie dans le problème 15.06, 
est une fonction analytique dans tout le plan complexe privé du point 
s=Q. 

15.08. Soit J' une ligne polygonale d'origine 0 et d'extrémité z ne passant 
pas par les points i et — à (elle passe peut-être par le point =). Désignons 
par le symbole (arctg z), la grandeur 


dt 
(arctg Z)r= = 5 
r 

Montrer que l'expression (arctg z), est une fonction analytique dans 
tout le plan complexe élargi privé des points z=i et z= -i. 

15.09. Soit p(z) une fonction régulière dans un domaine D et soit z, 
un certain point de ce domaine. Montrer que la grandeur | 74) dt est une 
fonction analytique dans le domaine D. % 

Si À est un nombre complexe arbitraire différent de zéro, l'expression 
{In 4} désigne l’ensemble entier des nombres 


In |A|+iarg A+2xin (n=0, +1, +2, ...), 
tandis que l’expression {A5} représente tout l'ensemble des nombres 
eBinlAl.etB Gr A+2a)  (n=0, +1, +2, ...). 


15.10. Montrer que l'ensemble des valeurs que prend la fonction (In z). 
analytique dans le domaine O<}zi <= sur toutes les lignes polygonales 
possibles l'E A(0</]z/<<+, 1), ayant pour extrémité un point donné a, 
coïncide avec l'ensemble des déterminations décrites par l'expression mul- 
tiforme {In a}. 

15.11. Montrer que l’ensemble des valeurs que prend la fonction (z*), 
analytique dans le domaine 0-|z|< sur toutes les lignes polygonales 
possibles l'E A(0O<1IzI<+, 1), ayant pour extrémité un point donné a, 


159 


coïncide avec l’ensemble des déterminations décrites par l'expression multi- 
forme {æ}. 

15.12. Montrer que l’ensemble des valeurs que prend la fonction 
(arctg z), analytique dans le domaine D : {z#* +i} sur toutes les lignes 
polygonales possibles l'E A(D, 0), ayant pour extrémité un point donné a, 
coïncide avec l’ensemble des déterminations décrites par l’expression multi- 

te) 
1- ia) ” 

En règle générale, les fonctions analytiques dans un domaine ne sont 
pas données par une formule permettant de calculer d’une façon ou d’une 
autre la valeur de la fonction pour chaque ligne polygonale contenue dans 
son domaine de définition. D’habitude, on donne une expression multiforme 
qui, pour chaque point du domaine, donne un ensemble des valeurs que prend 
cette fonction sur toutes les lignes polygonales possibles ayant pour extré- 
mité le point intéressé. On dira que ces expressions multiformes représentent 
la fonction analytique dans ce domaine. 


forme E In 


15.13. Pour les expressions multiformes ci-dessous et pour les domaines 
D indiqués entre parenthèses, trouver les fonctions analytiques dans le 
domaine D représentées par ces expressions : 


1.{z} (D :{2#0,z#+e)). 2. {2In®z} (D : {z2#0, z#)}). 
3. {n(1-29} (D: {2#1,z24-1, z4—)). 


3 
4. {V1+2°} (D : {z#i, 22 —-i, z# =)). 
5. {V1-7} (D : {2# +1,22 +i, zx =)). 


(D : {# +1, zx +i}). 


Soit (/(:))r une fonction analytique dans un domaine D et définie sur les 
lignes polygonales l'E A(D, z). Si l’on fixe une ligne polygonale y.€ A(D, z) 
d’extrémité à et si l’on fait varier arbitrairement son extrémité dans un 
voisinage assez petit du point 6, alors, conformément à la définition, nous 
obtiendrons une fonction régulière de l’extrémité variable (notons z cette 
extrémité) dans ce voisinage. Désignons cette fonction régulière par le 
symbole (f{z))» et appelons-la élément de la fonction (f{z)). analytique dans 
le domaine D correspondant à la ligne polygonale y.. 

L'élément de la fonction (/(z)). analytique dans le domaine D corres- 
pondant à la ligne polygonale y,, qui dégénère en son point de départ z,, 
est appelé élément initial de la fonction (/f(z)), analytique dans ce domaine. 

Tous les éléments (/(z))}r# correspondant aux lignes polygonales y.€ 
A(D, 2) d'extrémité & sont appelés éléments situés au-dessus du point &. 


15.14. Soit (/(z))., où l'E A(D, z), une fonction analytique dans un 
domaine D, et soit F,(z) l’élément de cette fonction correspondant à une 
ligne polygonale y d'extrémité z,. Montrer qu'il existe une fonction (f(z))r 
analytique dans le domaine D, définie sur les lignes polygonales J' de la 
classe A(D, z,), ayant pour élément initial F,(z), et obtenir pour cette fonc- 


tion la formule (f(z))r=(/(z)),r. 
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Nota. Par le symbole yl' on désigne une ligne polygonale obtenue en 
parcourant d’abord la ligne polygonale y, ensuite la ligne polygonale 7". 

15.15. Soient (/{z)) et (f(2))- les fonctions analytiques dans le domaine 
D figurant au problème 15.14. Montrer que, si la fonction (f{z))- est re- 
présentée par une certaine expression multiforme, la fonction (f(z))- est 
représentée par la même expression. 


Lorsqu'on donne une fonction analytique dans un domaine par l’ex- 
pression multiforme qui la représente, il est nécessaire d'indiquer son élément 
initial. Sinon, de graves erreurs peuvent s’introduire. Le problème qui suit 
fournit un exemple, très simple d’ailleurs, d'erreurs de ce genre. 


15.16. Soient (/1(z))r, (8:(2))r> (/2G))r> (82(2))r des fonctions analyti- 
ques dans un domaine D et définies sur un même ensemble (A(D, z)) de 
lignes polygonales 7”. Supposons que les fonctions ( Gr et (g:(z))- soient 
représentées par la même expression multiforme, de même que les fonctions 
(f2{z)}r et (g(2)). Est-ce que les fonctions analytiques dans le domaine D 
données ci-dessous doivent être représentées par la même expression multi- 
forme ? 


L. (AG)}r+(%2G))r et (81(2))r + (82Q2))r- 
2. (G))r-(ZG))r et (g1(2))r-(82C))r 


Il n’est point obligatoire que les expressions multiformes représentent 
une fonction analytique dans un domaine D. L’ensemble des déterminations 
qu’elles décrivent peut être constitué par les valeurs de plusieurs fonctions 
analytiques dans ce domaine. 


15.17. Soit F(z) une fonction régulière et différente de zéro dans un do- 
maine D. 


1. Est-ce que l’expression Y F(z) doit représenter une fonction analytique 
dans le domaine D? 


2. Est-ce que l’expression Ÿ F(z) peut représenter une fonction analytique 
dans le domaine D? 


*X x * 


Les problèmes qui suivent nécessitent l’utilisation du théorème d’unicité 
des fonctions régulières et du principe du prolongement analytique (voir 
$ 13). 

Dans beaucoup de questions théoriques, on examine le processus suivant 
de prolongement analytique d’une fonction régulière arbitraire F(z), donnée 
dans un certain voisinage d’un point z,, le long d’une ligne polygonale 7" 
sortant de ce point : 

On développe au point z, la fonction F(z) en série de Taylor. On note 
r, le rayon de convergence de cette série, et F,(z) sa somme. D’après ces 
grandeurs, on trouve le point z, jouissant des propriétés suivantes : 

a) Le point z, est situé dans le disque |z-—2,| <ro/2. 

b) Le point z, se trouve sur le même segment de droite de la ligne poly- 
gonale J° que le point z,, maïs il est possible qu’il se situe plus loin par 
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rapport à l’origine de la ligne polygonale (au sens de distance suivant la 
ligne polygonale). 

On développe au point z, la fonction F,(z) en série de Taylor. On note 
r, le rayon de convergence de cette série, et F;(z) sa somme. D’après ces 
grandeurs, on trouve le point z., et ainsi de suite. 

Si le processus décrit ci-dessus nous amène à l’extrémité de la ligne 
polygonale J' en un nombre fini d'opérations, on dit que le prolongement 
analytique de la fonction F{(z) le long de la ligne polygonale l'est possible. 
On appelle résultat du prolongement analytique de la fonction F(z) le long 
de la ligne polygonale T° la valeur que prend la dernière fonction F,(z) à 
l'extrémité de cette ligne polygonale. 


15.18. Soit D un domaine fini et supposons qu’une fonction F(z) régulière 
dans un certain vosinage d’un point z,€ D puisse être prolongée analytique- 
ment le long de n’importe quelle ligne polygonale J' contenue dans le do- 
maine D et sortant du point z,. Montrer que le résultat du prolongement 
analytique de la fonction F{(z) le long de la ligne polygonale J' est une fonc- 
tion analytique dans le domaine D. 

15.19. Soit (f{z))r, où l'E A(D, z), une fonction analytique dans un 
domaine D. Montrer que pour toute ligne polygonale finie Z', la valeur de 
(f())r est égale au résultat du prolongement analytique de l’élément initial 
de cette fonction le long de la ligne polygonale 7". 


Deux éléments d’une fonction analytique dans un domaine D situés 
au-dessus d’un même point & € D sont appelés équivalents s’ils coïncident dans 
un certain voisinage de ce point. 


15.20. Montrer que, si les éléments initiaux de deux fonctions analyti- 
ques dans un domaine D sont équivalents, ces fonctions sont identiquement 
égales entre elles. 

15.21. Montrer que, si un élément quelconque d’une fonction analytique 
dans un domaine D est équivalent à zéro, cette fonction est identiquement 
nulle. 

15.22. Montrer qu’une fonction analytique dans un domaine D possède 
au-dessus de chaque point de ce domaine un nombre égal (ce nombre peut 
être infini) d'éléments deux à deux non équivalents. 

15.23. Soit (f{z))- une fonction analytique dans un domaine D ayant 
(2) comme élément initial. Montrer qu'il existe une fonction analytique 
dans le domaine D dont l’élément initial est f”,(z). 

15.24. Soit (f(z))- une fonction analytique dans un domaine fini D dont 
l'élément initial est f(z). Montrer qu’il existe une fonction analytique dans 
le domaine D ayant comme élément initial 


[RGO dr. 
Z 


15.25. Prenons comme domaine D tout le plan complexe privé du point 
z=0 et comme fonction (/(z)), la fonction 1/z. Se convaincre que la con- 
dition de finitude du domaine D dans le problème 15.24 est essentielle. 
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15.26. Montrer qu’il existe une fonction analytique dans tout le plan 
complexe privé des points z=0 et z= 1 qui est représentée par la formule 
{In In z}. 

Indication. Appliquer le résultat du problème 15.24 à la fonction 

1 
z(nz)r 

15.27. Montrer que les fonctions représentées par les formules ci-dessous 
existent et qu’elles sont analytiques dans les domaines indiqués entre pa- 
renthèses : 


1. {+1ÿAnz}} (D : {Gx0, zx +1, zx =)). 
2. {in(z+Vz2+1)} (D : {zm ti, 2H). 


3. {in (1-Ÿ2)} (D : {z2x0, zx], zx =)). 
4. {2472} (D : {z2#0, 2x1, zx )). 


5. Yan) (D : {z#0, zx —- 1, zm=)), 
6. {] 1+Vha (D : {z2#0, ze, z2# =)). 


15.28. Soient (f{z))- et (g(z)). deux fonctions analytiques dans un do- 
maine D définies sur les lignes polygonales T° d’origine z,€ D. Montrer que, 
si Je domaine D ne comporte pas de point à l'infini, alors l’équation diffé- 
rentielle w’+w-(f{z))r +(g(2))r=0 admet une solution analytique dans le 
domaine D. 

Nota. Pour la notion de dérivée d’une fonction analytique dans un do- 
maine, voir le problème 15.23. 

15.29. Soient (f{z))- et (F(&)) deux fonctions analytiques dans les do- 
maines D et D’ possédant respectivement comme éléments initiaux f, (z) 
et Fr,(6), et soit &=/f-(2). Montrer que, si toutes les valeurs que prend la 
fonction (/(z))r sont contenues dans le domaine D”, alors il existe une fonc- 
tion analytique dans le domaine D ayant comme élément initial Fe ( f. (z)). 


RÉPONSES 
15.13. 
t di 
1 eMr, 2. (r(inzr}. 3.2 Ï re T'EAU, 0) 
r 
a. es Or (@()}r= Il are TEA(D, 0). 
r 


td 
5. sU)r, (g()}r= [= , TEA, 0). 
r 


td 

4Î … TEAOD, =). 

6 FR CA(D, =) 
F 
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15.16. 

Non. Voici un exemple valable dans les deux cas : 
(AG)r= Cr = (Gr = (Vlr,  (e))r= -(Vz)r. 
15.17. 

1. Non. Exemple : F(z)=27, D: {0<1z|<=)}. 

2. C'est possible. Exemple : F(z)=7, D: {0<1z|< =}. 


8 16. Séparation des branches régulières 


Supposons qu'à chaque point z d’un domaine D du plan complexe 
élargi on associe un ensemble dénombrable de nombres complexes { {{(z)}. 
S’il existe une fonction /{z) régulière dans le domaine D et telle que pour 
chaque point ze D, la condition f{z)e{ Æ{(z)} soit satisfaite, alors on dit que 
l'expression multiforme { {(z)} admet la séparation d’une branche r égulière 
dans le domaine D. 


16.01. Montrer qu'il existe une fonction unique continue dans tout le 
plan complexe, présentant une coupure suivant le demi- axe réel négatif et 
satisfaisant aux conditions : 

1. Az)e{inz}; 2. f(1)=0. 

S’assurer que cette fonction est régulière dans son domaine de définition. 

Indication. Utiliser le fait que la distance entre tout couple de valeurs 
possibles du logarithme en un même point n’est pas inférieure à 2x. 

16.02. Notons D, tout le plan complexe présentant une coupure suivant 
le demi-axe réel négatif. Montrer que les expressions multiformes ci-dessous 
admettent la séparation des branches régulières dans le domaine D, : 


1. {V2}. : 2. {In°z}. 3. {zin°z}. 
4. {(1+22)Vz}. 5. {z). 6. {zr). 


16.03. Soient { Æ.(z)} et {Æ,(z)} deux expressions multiformes admettant 
la séparation des branches régulières dans un domaine D. Montrer que les 
expressions multiformes 


{Æ()}® {Æ:Q)} et {Æ(2)}O {Æ(2)} 
admettent également la séparation des branches régulières dans le domaine D. 


Nota. Par le symbole E,&@E, on désigne un ensemble dont les éléments 
représentent toutes les sommes possibles z,+2z,, où z,€E, et z,€E,. Le sym- 
bole © est analogue au symbole &, mais, ici, la somme est remplacée par 
le produit. 


16.04. Soit {_{(z)} une expression multiforme admettant la séparation 
d’une branche régulière dans un domaine D, et soit /{z) une fonction régu- 
lière dans tout le plan complexe. Montrer que l'expression multiforme 
{f(Æ{2))} admet également la jus d’une branche régulière dans le 
domaine D. 


16.05. Montrer que l'expression {yi= z°} admet la séparation d’une 
branche régulière dans un domaine D constitué par tout le plan complexe 
présentant des coupures suivant les demi-droites (—+, —1] et [1, ++). 
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Indication. Voir le problème 16.03. 

16.06. Montrer que les expressions multiformes ci-dessous admettent la 
séparation des branches régulières dans les domaines indiqués entre pa- 
renthèses : 


1. {in(1-2°)} (D : {z€[-+, —1], z€[l, +<+]}). 
2. {V1-z?1n z} (D : {z€[-+, —-1], z6[0, +-]}). 
3. {(22+1}} (D : {z€[-i, —-i], z€li, +ie]}). 
4. {In(z?+1)inz} (D : {z&[-ie, °+1]}). 


3 
5. {Vz°-1)(22-4)} (D : Imz-0). 


6. {YT=7} (D : Izl<1),.n=2, 3, 4, ... 
7. {Vz+1n < [o : Oarg z<%). 
8. {(22+1)V:} (D : Rez>0). 


16.07. Soit /(z) une fonction régulière dans un domaine D y satisfaisant 
à la condition Ref(z)-0. Montrer que les expressions multiformes ci- 
dessous admettent la séparation d’une branche régulière dans le domaine D : 


3 
| 1+i 
LPO} 2nfo) 3 Or 4 lin en. 
16.08. Soit /(z) une fonction régulière dans un domaine D sans y prendre 
des valeurs situées sur la demi-droite [a, a+ =]. Montrer que l'expression 


multiforme {Va- fG)} admet la séparation d’une branche régulière dans le 
domaine D et qu’il n’y a qu’une seule branche œ(z) satisfaisant à la condi- 
ton Re (z) - 0 (ze D). 

16.09. Soit f(z) une fonction régulière dans un domaine D sans prendre 
des valeurs situées sur une courbe C allant du point ==0 au point z= 
tout en restant dans le demi-plan gauche. Montrer que l’expression multi- 
forme {In /(z)} admet la séparation d’une branche régulière dans le domaine 
D et qu'il existe une branche g(z) telle que l’inégalité ci-dessous soit valable : 


IImg(z)l<34/2 (z€D). 


16.10. Montrer que les expressions multiformes ci-dessous admettent 
la séparation des branches régulières dans les domaines D indiqués entre 
parenthèses : 


1. {In(z+V1+7z°)} (D : Rez-0). 

. 1/ 2472 (D : Imz>0). 

À {in (iz+ V1 -z°)} (D : {zé[-, —1], zé[1, + =)]}). 
. {in(Vz+Vz=1)} (D : {zé[-+, 0], ze[1. + >]}). 
. {Vin z} (D : Imz=-0). 


OO BE & N 
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Le procédé le plus efficace de résolution des problèmes portant sur la 
possibilité ou l'impossibilité de séparation d’une branche régulière est lié 
à l’utilisation de la notion de fonction analytique dans un domaine (voir 
le début de $ 15). La base de ce procédé est constituée par l’ainsi appelé 
théorème de la monodromie : 

Une fonction analytique dans un domaine simplement connexe est une 
fonction régulière dans ce domaine. 


16.11. Soit {A(z)} une expression multiforme représentant (voir & 15, 
l'explication précédant le problème 15.13) une fonction analytique dans un 
certain domaine D*. Montrer qu'en chaque domaine simplement connexe 
DcD* l'expression multiforme {A(z)} admet la séparation d’une branche 
régulière. 

16.12. Montrer que les expressions multiformes ci-dessous admettent 
la séparation des branches régulières dans les domaines D indiqués entre 
parenthèses : 


1. {in(iz+V1-7)} (domaine D de la fig. 6). 
3 
2. 1) vz+vz- 1} (domaine D de la fig. 7). 
3. {In (Vz2+1-Vz- 1)} (domaine D de la fig. 8). 
3 
4. {Vin z} (domaine D de la fig. 9). 
5. {In (In°z +r°)} (domaine D de la fig. 10). 
H 
mm) Qt 
-] / 14 7 
Fig. 6 Fig. 7 


Q 
N 
' 
aa 
$ 


Fig. 9 Fig. 10 


6. {Vin z+Vinz} (domaine D de la fig. 11). 


7. {n(1+Ve+1)} (domaine D de la fig. 12). 


Dans les cas où le domaine D de séparation de la branche régulière n’est 
pas simplement connexe, on arrive souvent à mettre l’expression étudiée 
sous la forme d’une somme ou d’un produit d’expressions admettant la 


———…—….—( 7; 


EE | 
Ü / ê "Ji 
Fig. 11 Fig. 12 


séparation d’une branche régulière dans des domaines simplement connexes 
plus étendus. 


16.13. Montrer que l'expression multiforme {y 1 — z°} admet la séparation 
d’une branche régulière dans tout le plan complexe présentant une coupure 
suivant le segment [—1, 1]. 

Indication. Mettre l'expression étudiée sous la forme 


AE -À] 
et montrer que l’expression {WŸ1-—z-°} admet la séparation d’une branche 
régulière dans tout le plan complexe élargi présentant une coupure suivant 
le segment [-1, 1]. 
16.14. Montrer que l'expression multiforme 


{ (z-a,Xz-b,)...(2-a,Xz-b,) 


admet la séparation d’une branche régulière dans tout le plan complexe 
présentant des coupures suivant les segments de droites [a, b;], k=1, 
2:50: 

16.15. Montrer que les expressions multiformes ci-dessous admettent 
la séparation des branches régulières dans les domaines D indiqués entre 
parenthèses : | 


1. {ln stp (domaine D de Ia fig. 13). 
4 

2. {V1 -2} (domaine D de la fig. 14). 
3 

3. {V4z+7} (domaine D de la fig. 15). 
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4. {Vsin z} (domaine D de la fig. 16). 
S. {In tg z} (domaine D de la fig. 17). 


6. ET jo -<) (domaine D de la fig. 18). 


ee: fei 
Game 1f( 
7 Éd : Jr 
—] 1 2 
mm) 

—]-1 7-i Ar: -]-i /-i 
Fig. 13 Fig. 14 Fig. 15 
ee) Ge) Em) 

—Ix -27 -x 0 X OX x 
Fig. 16 

x), ee + Gare) Ce 
JE OX LH 0 ZX x  Jx  _ 
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Fig. 17 Fig. 18 


$ 17. Calcul des valeurs des branches régulières 


Si une expression multiforme admet la séparation d’une branche ré- 
gulière dans un domaine D, alors, en règle générale, il existe plusieurs de 
ces branches. Pour dégager de l’ensemble entier de branches régulières une 
branche déterminée, il faut avoir une condition supplémentaire quelconque. 
D'habitude, en qualité de condition supplémentaire on donne la valeur de 
la branche en un certain point du domaine D. 


17.01. Soit D un domaine simplement connexe privé des points z=0 et 
z= +, mais contenant le point z= 1, et soit 7 un entier quelconque. Montrer 
que dans le domaine D il existe exactement une branche régulière q(z) de 
l'expression multiforme {In z} satisfaisant à la condition q(1)= 2xin. 

17.02. Soit D un domaine simplement connexe privé des points z=0 
et z= >, et soit z un entier supérieur à 1. Montrer que l’expression multi- 


n 
forme {Vz} admet la séparation exactement de 7 branches régulières distinctes 
dans te domaine D et que les valeurs de ces branches en chaque point du 
domaine D sont deux à deux distinctes. 
17.03. Soit D un domaine simplement connexe privé des points z=0 et 
z=+ mais contenant le point z=1. Dire combien de branches régulières 
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distinctes g(z), satisfaisant à la condition indiquée, admettent les expressions 
multiformes suivantes dans le domaine D : 


1. {{-1)Inz}, p()=0. 2.4{z4, (=. 3.{z4}, g(1)=1. 
4. Le). g(i)=1. S. La}, pl)=1. 6.{7}  p(1)=1. 


17.04. Notons D, tout le plan complexe présentant une coupure suivant 
la demi-droite argz=7-«x, où -x<a-<x, et notons q{z) la branche ré- 
gulière de l'expression {In z} dans le domaine D, satisfaisant à la condition 
p(1)=0. Montrer que 

p(z)=In |z| +iarg z, 


où, pour argz, on prend une détermination comprise dans l'intervalle 
(—-z-a,7r- a). 

17.05. Soit y(z) une branche régulière de l’expression {In(z+i)} dans 
un domaine D satisfaisant à la condition g{(1 - i)=0. Trouver la valeur de 
q(-— 1 — à) dans les cas où : 

1. Le domaine D est représenté par tout le plan complexe muni d’une 
coupure suivant la demi-droite [—i>, —i]. 

2. Le domaine D est représenté par tout le plan dis muni d’une 
coupure suivant la demi-droite [ —i, +iæ]. 

Indication. En effectuant le changement de variable z+i= 2", utiliser le 
résultat du problème 17.04. 

17.06. Soit y(z) une branche régulière de l’expression {Vz= er}, O<ax< 
<7/2, dans un domaine D satisfaisant à la condition y(0) = ie!”?. Trouver 
la valeur de o(e-#*) dans les cas où : 

1. Le domaine D est représenté par tout le plan complexe muni d’une 
coupure suivant la semi-droite [e!{* + et]. 

2. Le domaine D est représenté par tout le plan complexe muni d’une 
coupure suivant la demi-droite [e“, e!* — «(el +i)]. 


Indication. Utiliser le résultat du problème 17.04 et la formule {VC} = 
= Lexp Ê In c)] ; 
17.07. Soit D tout le plan complexe présentant des coupures suivant les 


demi-droites { —-+, —1] et [1, +], et soit p(z) une branche régulière de 
l'expression {In(1 — z°)} dans le domaine D satisfaisant à la condition g(0) = 0. 


Trouver 
à : 1+i 1—i 
lL.oG). 2.q(-il 3. JE =. 4. p =) 
y2 V2 
Indication. Choisir les branches régulières des expressions {In (1 — z)} et 
{ln (1 + z)} dans le domaine D de façon que leur somme soit égale à la fonc- 
tion (z). 


3 
17.08. Soit g(z) une branche régulière de l'expression {W1 — z?} dans le 
domaine D satisfaisant à la condition (0) = 1. Trouver la valeur de q{- 3) 
dans les cas où : 
1. Le domaine D est représenté par tout le plan complexe muni de 
coupures suivant les demi-droites [1, ++]et [—-1, — 1+i]. 
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2. Le domaine D est représenté par tout le plan complexe muni de 
coupures suivant les demi-droites [1, 1—iæ] et [—1, —1+i>]. 

3. Le domaine D est représenté par tout le plan complexe muni de 
coupures suivant les demi-droites [1, 1—i]et[ —1, —1—i]. 

17.09. Soit D tout le plan complexe élargi présentant une coupure suivant 


le segment [ — 1, 1]. Notons w.(z) la branche régulière de l’expression = | 


dans le domaine D satisfaisant à la condition p,(+i0)= 1, et notons .(z) 
la branche régulière de l'expression lin 15) dans le domaine D satisfaisant 
à la condition y.(-— i0)=0. Trouver les grandeurs de : 

1. pi(—i0). 2. pi). 3. p{(+i0). 4. p.(i). 


17.10. Soit D tout le plan complexe élargi présentant une coupure 
suivant le segment de droite [ —i, i], et soit g(z) une branche régulière de 
Le) dans le domaine D satisfaisant à la condition (1) = 


=7i/2. Trouver les valeurs de : 

1. g(—0). 2. p(-1). 3. g(-V3). 4. p(>). 

17.11. Soit D tout le plan complexe présentant des coupures suivant les 
segments { —2, -1]et{[1,2],et soity(z)une branche régulière de l'expression 
{y (z? — 1)(z° — 4)} dans le domaine D, positive dans l’intervalle (-—1, 1). 
Trouver les valeurs de : 

1. p(3). 2. p(—-3). 3. pi]. 4. p(—ài). 

17.12. Soit D tout le plan complexe présentant des coupures suivant les 
segments { —-1,i]et[ —ài, 1], et soit g(z) une branche régulière de l’expression 


{1 = 24} dans le domaine D, positive dans l’intervalle (—1, 1). Trouver les 
valeurs de 


LeN3. 2e(-V3. 3619. 40-13. 


Dans ce qui suit, pour abréger l'écriture, l’expression : «la fonction 
(2) est une branche régulière de l’expression multiforme {_{(z}} satisfaisant 
à la condition g(z,)=«, », sera remplacée par la formule : 


pG)=AG) pa)=w (ED). 


17.13. Soit D tout le plan complexe présentant une coupure suivant le 
demi-axe réel négatif, soient w,(z) des fonctions définies par les égalités : 


Pa(z)=In®z, p1(1)=0 ; pÂz)=7, p()=1 ; 
p(2)=2—, p(l=1: pz)=Vzinz, 9(2)>0, 


In z 


l'expression {ln 


et soit x un entier positif arbitraire. Trouver les grandeurs : 
1 Â—-x+i0)-p(-x-1i0). 2. p(-x+1i0) —-p,(-— x — i0). 
3. p-x+i0)-p(-x-1i0). 4. p(-x+1i0) —-p{ - x —i0). 
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17.14. Soit D tout le plan complexe présentant une coupure suivant le 
segment [ — 1, 1], soit (z) une fonction définie par l'égalité 


pG)=(+z}(z- 1)", p(2)-0 (ED) ; Ima=0, 


et soit 0O<x=<1. Trouver la grandeur p(x + i0) — q(x — i0). 

17.15. Soient a et b deux points distincts à distances finies du plan com- 
plexe, et soit C une certaine courbe simple allant du point a au point b. 
Notons D tout le plan complexe présentant une coupure suivant la courbe 
C et notons p(z) une branche régulière arbitraire de l’expression {in =) 
dans le domaine D. Montrer que pour chaque point z, de la courbe C différent 
des points a et b, l'égalité g(z$)-y(z5)=2ri a lieu ; ici, le symbole y(z*) 
désigne la limite de la fonction y(z) lorsque le point z tend vers le point z, 
venant de droite (de gauche pour le signe —) par rapport à la courbe C. 

17.16. Soient f(z) une fonction régulière dans tout le plan complexe et 
C une courbe simple allant du point a au point b (ces points sont distincts 
et sont situés à distances finies). Montrer que, si le nombre R —0 est telle- 
ment grand que le disque |z| = R contienne dans son intérieur la courbe C. 
l'égalité ci-dessous a lieu : 


Î ft) in 2€ de = 2i | SE) de 


I: =R 


(ici, In — désigne n’importe quelle branche régulière de cette expression 


dans le plan complexe présentant une coupure suivant la courbe C). 
Indication. Utiliser le théorème de Cauchy. 
17.17. Soit f(z) une fonction régulière dans tout le plan complexe. 
Montrer que, pour R=- 1, les formules ci-dessous sont valables : 


fo | 


1 
2 | de = Ari J foin =? dx 


l=R 
2. fo = jæ- sn [fe J'éx [-i<e<i). 
H1=R 
3. SG) _ 52; SG) dx 
Je TE + 


(la circonférence |z| = R est parcourue dans le sens inverse des aiguilles 
d'une montre). Dans les formules se trouvant au second membre des éga- 
. . e X X L e a ? ° 

lités ci-dessus, les expressions In ct £ sont interprétées du point 


de vue de leur valeur arithmétique, tandis que dans les formules du premier 
membre on trouve les branches régulières de ces expressions dans le plan 
présentant une coupure suivant le segment [0, 1], branches qui prennent 
des valeurs réelles sur le demi-axe réel négatif. 
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17.18. Soit P(x) un polynôme. Montrer que toute fonction /{z), régulière 
dans tout le plan complexe présentant une coupure suivant le demi-axe 
réel positif, continue jusqu’à la frontière de ce domaine et satisfaisant à la 
condition 


S{x + i0) — f(x — i0) = P(x) 


pour tous les x 0, est de la forme /(z) = — 7 In z+g(z), où g(z) est une 


fonction régulière dans tout le plan PRE tandis que le symbole In = 
désigne une branche régulière de cette expression dans le plan présentant 
une coupure suivant le demi-axe réel positif. 

Indication. Utiliser le théorème de Morera pour montrer la régularité 
de la fonction g(z) dans tout le plan complexe. 

17.19. Trouver la forme générale d’une fonction f{z) régulière dans tout 
le plan complexe présentant une coupure suivant le demi-axe réel positif, 
continue jusqu’à la frontière de ce domaine, à l'exception du point z=0, 
et satisfaisant à l’une des conditions ci-dessous (x 0) : 

1. f(x + 10) — f(x — 10) = (1 + x}° In x. 

2. fx + 10) — f(x — i0) = In° x 

3. f(x + i0) — f(x — i0) = sin Vx. 


4. f(x + i0) — f(x — i0) — C2. 


5. f{x + i0) — f(x — i0) = Da = 


6. f(x +i0)—/f{x-i0)=Vx In x. 


7. fx + 10) - f(x — 10) = 
V* 


8. f(x + i0) — f{x — i0) = LATE = Gc +1). 


In? x 


Lorsque l'expression multiforme n’est pas une combinaison de sommes 
et de produits de logarithmes et de puissances fractionnaires, mais comprend 
aussi des superpositions de ces expressions, le problème concernant le calcul 
des valeurs de la branche régulière choisie devient un peu plus compliqué. 


17.20. Soit D tout le plan complexe présentant une coupure suivant le 
demi-axe réel positif, et soit (z) une SRRERE resuuee de l'expression 
{ln (1 + Vz)} satisfaisant à la condition q( - 1) =; In2+7% à . Trouver la va- 
leur de p(4 — i0). 


Indication. Effectuer le changement z'=1+Yz, où Vz représente la 
branche. régulière de cette expression dans le domaine D, en choisissant la 
détermination de cette branche de façon que la condition concernant q(- 1) 
soit satisfaite. Ensuite, trouver les transformations des points de la coupure 
dans le plan des z'. 
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17.21. Soit D tout le plan complexe présentant des coupures suivant les 
demi-droites [ —i=, —i]et[i, +i+], et soit g(z) une fonction définie par les 
égalités 


p()=In(z+V1+2z2), p(0)=0 (ze D). 


Trouver les valeurs de : 
iV2 i Si 
I. e[). 2: e(-à). 3. e (+0). 
17.22. Soit (z) une branche régulière de l'expression multiforme 


{in (Vz+2V1-z)} satisfaisant à la condition G) =;In5. Trouver la va- 


leur de (4) dans les cas où : 

1. Le domaine D est représenté par tout le plan complexe muni de 
coupures suivant les demi-droites [ — +, 0] et [1, 1 +i+]. 

2. Le domaine D est représenté par tout le plan complexe muni de 
coupures suivant les demi-droites [ —i, 0] et [1, 1—i®]. 

17.23. Soit D tout le plan complexe présentant des coupures suivant les 
demi-droites [ —i+, 0]et [1, 1 +i],et soit y(z) une fonction définie par les 
égalités 

p(z)=Ininz, œ(e’)=In2 (zeD). 
Trouver la valeur de œ(—e”). 

17.24. Soit D le domaine représenté sur la fig. 19, et soit g(z) une fonction 

définie par les égalités 


p(z)=Vr?+ln? z, g(l)=x (zeD). 
Trouver les valeurs de : 
1. q(i). 2. qg(- à). 
17.25. Soit D le domaine représenté sur la fig. 20, et soit g(z) une fonction 
définie par les égalités 
p@=V1+Vz+1, p(8=-2 (GeD). 
Trouver les valeurs de : 
1. g(—3/4). 2. g(—-2). 


17.26. Soit D le domaine représenté sur la fig. 21 et soit g(z) une fonction 
définie par les égalités 


œ(z) =In (iz+V1 — 22), p(0)=xi (ze D). 


& 


Fig. 19 Fig. 20 


Trouver les valeurs de : 
1. p(1/2). 2. g(—-1/2). 3. o(di/3). 


Il arrive souvent d’utiliser les méthodes de calcul des valeurs des branches 
régulières lors de la résolution du problème concernant la séparation d’une 
branche régulière dans des domaines non simplement connexes. 
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17.27. Montrer que l'expression {y1 = z°} n’admet pas la séparation 
d’une branche régulière dans le domaine D : 1<1z|<®. 
Indication. Notons D, le domaine D coupé suivant la demi-droite [1, 
3 


+ =]. Montrer que chaque branche régulière de l’expression {y 1 — 7°} dans 
le domaine D, a des valeurs distinctes aux points z=x+3i0 et z=x—i0 pour 
x>l1. 

17.28. Soit y(z) une branche régulière de l’expression multiforme {_{(z)} 
dans un domaine D défini par les inégalités 


r<|z|l<R, O0O<argz<2x. 


Montrer que, si la fonction (z) est continue dans le domaine D jusqu’à 
sa frontière et satisfait à la condition 


g{x+i0)=p(x-i0) (r<x<R), 


alors elle est une branche régulière de l’expression {{(z)} dans la couronne 
r<|z|<R. 

Indication. Utiliser le théorème de Morera. 

17.29. Soit D, un domaine obtenu en pratiquant dans le domaine D 
un nombre fini de coupures lisses par morceaux sans décomposer ce do- 
maine. Montrer que, si une fonction g(z) est une branche régulière de l’expres- 
sion {A(z)} dans le domaine D, et si cette fonction est uniformément conti- 
nue dans ce domaine, alors elle est une branche régulière de l'expression 
{ A(z)} dans le domaine D. 

17.30. Dire si les expressions multiformes ci-dessous admettent la sépa- 
ration de branches régulières dans les domaines D indiqués entre parenthèses: 

3 


1. | 1) (D : 1<1z1< =). 


2. {2In(z+1)-In(z-i)}} (D : 1<]z|<e). 
3. {YG2-DG2-4} (D : Rez=0, Iz—31>2,5). 


3 
4. {1 - x} (D : Rez=0, ze[l, e2%], ze[1, e-2%%7]). 
17.31. Dire pour quel rapport entre les nombres x, et &, l’expression 
{x In(z— 1) +, In z} 


admet la séparation d’une branche régulière dans le domaine 1<|z| <=. 
17.32. Dire pour quel rapport entre les nombres «,, «, et x, l'expression 


(z—1}:1(z + 1)2z3 
admet la séparation d’une branche régulière dans le domaine 1 <|z] < =. 
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17.33. Montrer que dans le plan présentant une coupure suivant le 
demi-axe réel négatif il existe une branche régulière de l’expression multi- 


forme {In (1 - Yz)} satisfaisant à la condition q(2i) = -zxi/2. 


RÉPONSES 
17.03. 


1. Une infinité. 2. Une infinité. 3. Une seule. 
4. Une infinité. S. Uneinfinité. 6. Une seule. 


17.05. 
1. zi. 2. — ni. 


17.06. 
1. —(1—5) sin æ. 2. (1-5) sin @. 
17.07. 

LD CS Host Apart 
; “ , ‘ . — _—\;,  —MmMéeTtT—. 
2 i 2 "*74 2 4 

17.08. L 
1. 1-iY3 2.1-iV3 3. 1+iV3. 


17.09. 
3 
1 —1 2 —. 3. —-2ni. 4. —-—xi. 
2 2 


17.10. 

4 
1. 2ri. 2 — ni. 3. . 4. xi. 
17.11. 


1. —Y40. 2. —-Y40. 3. V10. 4. V10. 


17.13. | 
1. 4nilnx. 2. 2ixesinna 3. ————, 4.2iVxinx. 


17.14. 
21(1+ x}e(1 — x)!-e sin 7a. 
17.19. 
_q + z} (In z=- ri)? 
4xi 


1 
2. — a Zinz-zxiXInz-2xi)+g(z), In zlem1" 7. 


+g(z), In =l2-171, £(2) est une fonction entière. 


3. > sin Vz+eG), Vila i. 


1 elminz e-kinz 
| =) #6) In Z|2—1 = Hi. 


2i(z—1) \1- ee 1-2 
1  z+1 | 
5. 2 ni es mar te@) ID Z|2m—1* Xi. 
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6. Yz Gn z—7i)+g(z), Inzfm-1= ti. 


— 1 2 : 
As À — ni +80. In Z|2m 1" 7%, Vz rm = 63. 
E V 
(z+1)Vz L 
mean #@ Inzfeaeni Vrlheisi 
17.20. ri. 
17.21. 


1 RE 
 —.$ + = — 4 . in — « 
6 2 


17.22. 
ai ai 
1. 2In2+—. 2 2In2—-—. 
3 3 


17.23. 
1 7 
Inxz+—ln2-— x. 
2 4 


17.24. 


] 
1. 5 mi Vs. 2 a 3. 


1. TE 2. V2e-sis, 


17.26. 
13 11 

1. —xi. 2 —xi. 3. -In3+2xi. 
6 6 

17.30. 


1. Oui. 2. Non. 3. Oui. 4. Oui. 
17.31. 
a+ es 0. 


17.32. 
tata, est égal à un entier. 


$ 18. Calcul des valeurs des fonctions analytiques dans un domaine 


Le calcul des valeurs des branches régulières des expressions multiformes 
représente un cas particulier du problème concernant le calcul des valeurs 
d’une fonction analytique dans un domaine représentée par l'expression 
multiforme considérée. 

Désrgnons par le symbole (In z), la grandeur 


(In 2)r= J£, 
T 
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où l'est une ligne polygonale arbitraire allant du point 1 au point z sans 
passer par les points 0 et —. Cette grandeur est une fonction analytique 
dans tout le plan complexe privé du point z=0 (voir $ 15). 

* Par le symbole (ln z) nous allons désigner la grandeur 


(nz)=inz|+iargz, -rm-<argz-x 


qui est appelée détermination principale de 1n z. La détermination principale 
de In z est une branche régulière de l’expression multiforme {In z} dans le 
plan présentant une coupure suivant la demi-droite [ — +, 0] ; elle est réelle 
pour les valeurs positives de z. 

18.01. Soit z un point situé en dehors du demi-axe réel négatif. Montrer 
que : 

1. Si une ligne polygonale J' ne coupe pas le demi-axe réel négatif, alors 
(in z),= (In z). 

2. Si une ligne polygonale J' coupe le demi-axe réel négatif une fois 
allant de bas en haut, alors 


(In z)-= (In z) - 2xi. 


18.02. Soit z un point situé en dehors du demi-axe réel négatif. Pour 
chaque ligne polygonale J' allant du point 1 au point z sans passer par les 
points 0 et +, notons n*(1") le nombre d’intersections de haut en bas avec 
la demi-droite [ — +, 0] et 7-(1") le nombre d’intersections de bas en haut. 
Montrer que 

(ln z}r= (in z)+2xi(nt(1)-n-(1)). 

18.03. Soit œ(z) une branche régu- 
lière de l'expression multiforme {In z} 
dans le domaine représenté sur la fig. 22 
satisfaisant à la condition g(1)=0. 
Trouver les valeurs de : 

1. g(—-1). 2. g(-2). 3. g(-3). Fig. 22 

18.04. Trouver le résultat du pro- 
longement analytique (voir la définition qui précède le problème 15.18) de la 
fonction e: (1 :) Je long de la ligne polygonale J” représentée sur la fig. 23. 

18.05. Trouver le résultat du prolongement analytique des fonctions 
g(2) ci-dessous le long de la ligne polygonale l' représentée sur la fig. 24 : 

3 


1. o(z)=Yz, g(1)=1. 2. q(z)=in z, g(1)=0. 
3. p(z)=e (2), 4. p(z)=(1+Yz)in z, p(1)=4xi. 
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18.06. Trouver le résultat du prolongement analytique des fonctions 
suivantes œ(z) le long des lignes polygonales indiquées entre parenthèses : 
3 


1. o(z)=V1- 22, p(0)=1 (T de la fig. 25). 
2. pG)=V1-zIm TE, pO)=2i (T de la fig. 26). 
3. pG)=in Et, p(0)=xi (T de la fig. 27). 
4. Ci à (0) = — 1 (T de la fig. 28). 
5. pe) = VE =D 6), p(0)=2 (T'de la fig. 29). 
6. p(z)=Vz +VrT, p(9) = 5 (T de la fig. 30). 
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En résolvant des problèmes d’ordre théorique, 1l est commode d’utiliser 
la grandeur »(z,, 1”) qui est l’indice de la ligne polygonale J° par rapport au 
point z, (qui se trouve en dehors de cette ligne polygonale). Cette grandeur 
est déterminée par la formule 


#(Zos 1) =] 
Tr 


18.07. Soient y.(z), ..., o.(z) des fonctions régulières dans tout le plan 
complexe, et soient c,, ..-, ©, des points arbitraires à distances finies. No- 
tons /,(z) la branche régulière de l’expression 


{p:(z) In (z-c)+...+9A(2) In (z-cu)} 


dans le voisinage d’un point quelconque z, distinct de tous les points c;, 
Co» «er Cm. Notons f(z) la branche régulière de la même expression et 
dans le même voisinage du point z, obtenue à partir de la branche /,(z) par 
prolongement analytique le long d’une ligne polygonale fermée J" (d’origine 
et d'extrémité z,) ne passant pas par les points c,, ..., Cn, +. Montrer que 


fe) fe) = 2ni Zee, D). 


18.08. Soit D un domaine, ne comportant pas le point z= +, dont la 
frontière est constituée par m courbes simples fermées lisses par morceaux 
Co» C1» +) Cm-1 (Co désigne la courbe frontière extérieure). Désignons par 
(2) une fonction régulière dans le domaine D et continue jusqu’à sa frontière, 


ét par (F(z)), la fonction analytique dans le domaine D (F(z))-= J (0) dt 


r 
(l'est une ligne polygonale arbitraire allant du point z, au point z tout en 
restant dans le domaine D). Montrer que pour chaque ligne polygonale 
fermée J”, la formule ci-dessous est as : 


(FG@)}r 1 LC 1) 
où c4 est un point arbitraire de la courbe C,, et 


ms [SO (=1,2,..., m1). 
Ca 
18.09. Soit Or une fonction analytique dans un domaine D, et 
soient {F,(z)}, k =0, 1, 2, ..., tous les éléments de cette fonction situés au- 
dessus d’un certain point 2€ D. Montrer que : 
1. Si 
FK{z)=F{z)+ A1, k=1, 2, ..…, 
où 4, sont des constantes, alors la fonction (F'(z)). est régulière dans le 
domaine D. 
2. Si 
Fz)= A: (2), Kk=1, 2, ..., 
où À, sont des constantes, et si (F(z)).z=0, alors la fonction Oe 
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est 


régulière dans le domaine D privé d’un ensemble dénombrable de points 
ne comportant pas de points limites dans le domaine D. 
3. Si 
F(z2)= A2) +Be, k=1, 2, .…, 


où À, et B, sont des constantes, et si la fonction (F{(z)), n’est pas identique- 


ment constante, alors la fonction Fe est régulière dans le domaine D 
privé d’un ensemble dénombrable de points ne comportant pas de points 
limites dans le domaine D. 


4. Si 


__ AkF(z)+ Br 
FC)=TrG)rD: 


Où 4,4, Bx, Ci, D, Sont des constantes, et si la fonction (F(z)). n'est pas 
identiquement constante, alors la fonction 


(F”"@)}r _3 (F oe) 


=1,;:2 +, 


Fr 2|\(FG)r 


est régulière dans le domaine D privé d’un ensemble dénombrable de points 
ne comportant pas de points limites dans le domaine D. 

18.10. Soit D un domaine, ne comportant pas le point z=+, dont la 
frontière est constituée par m courbes simples fermées lisses par morceaux 
Co» Ci =, Cm-1 (C) désigne la courbe frontière extérieure). Montrer 
qu’une fonction (F(z)), analytique dans la fermeture du domaine D possède 
une partie réelle uniforme dans ce domaine si, et seulement si, les conditions 
ci-dessous sont satisfaites : 

a) La fonction (F'(z)). est régulière dans le domaine D. 

b) Les grandeurs 


Uk = [r@&, k=1,2,...,m-—1, 
Ca 
sont des nombres purement imaginaires. 

18.11. Soit (F(z)), une fonction analytique dans la couronne r<|z| < :R, 
et soit |F(z)| une fonction uniforme dans cette couronne. Montrer que 
(F())r=(2)p(@2), où p(z) est une fonction régulière dans la couronne 
r<]|z| <R, a étant une constante réelle. 

18.12. Soit (F(z)), une fonction analytique dans tout le plan complexe 
privé des points C;, C2, +. Cm» Qui sera appelé tout court domaine D. 
Notons F,(z) l'élément initial de cette fonction, et F,(z) l'élément corres- 
pondant à la ligne polygonale Z'. Montrer que, si pour toute ligne polygonale 
fermée J” contenue dans le domaine D, l'égalité ci-dessous a lieu 


F{2) = F(z) +pr(2), 
où p,{z) sont des fonctions régulières dans le domaine D, alors 
(F))r =o(z) +2 pi(z) In (z- c), 
où y.{(z) sont des fonctions régulières dans le domaine D. 
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18.13. Soient a et b deux points distincts situés à distances finies, C une 
courbe simple lisse par morceaux allant du point a au point b, et g(z) une 
fonction régulière dans tout le plan complexe. Notons f,(z) la fonction défi- 
nie par l'égalité 


0-2] LG). 
C 


Montrer que la fonction /{(z) peut être prolongée analytiquement le long 
de toute ligne polygonale 1”, ne passant pas par les points a et b, et que le 
résultat f,(z) du prolongement analytique de la fonction f,(z) le long de 
n’importe quelle ligne polygonale fermée J° (d’origine et d’extrémité z)est 


égal à 
Î, r(2) = (2) + p(z)r(, 1) ra (a, 1]. 


18.14. Montrer que les fonctions régulières ci-dessous peuvent être 
prolongées analytiquement le long de toute ligne polygonale J” ne passant 
pas par les points 0 et =, et calculer la grandeur f,{z) — f(z), où f,.(z2) est le 
résultat du prolongement le long d’une ligne polygonale fermée Z”' dont 
l’origine et l’extrémité coïncident au point z 


1. a= | TE (z6[0, +). 
2. f{2)= = dt (Rez>0). 

3. f(2)= Je sd (Rez=0) 
4. f{z)= ET [iars 2 <2}. 


5. f(2)= fa (Re z>0). 


x X x 


Dans les cas où l’expression multiforme ne peut pas être mise sous la 
forme de sommes et de produits de logarithmes et de puissances, le problème 
lié au calcul des valeurs d’une fonction analytique devient un peu plus 
compliqué. En résolvant ce problème, il est utile de faire appel au théorème 
de la monodromie : 

Soit (F(z))r une fonction analytique dans un domaine D. Si les lignes 
polygonales l'et T” sont homotopes dans le domaine D, alors (F(z))-=(F{z))r.. 
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18.15. Trouver le résultat du prolongement analytique de la fonction 
f{2) =1in In Yz, f{e7*) = ln x (1z-e*| <e*-1), 
le long des Lignes polygonales l' représentées sur la fig. 31 (a, b, c, d). 


se (23 
>< 


d) 


Fig. 31 


18.16. Désignons par y, la circonférence |z-—i| = 1, et par y, la circon- 
férence |z+il =1 (les deux circonférences sont parcourues dans le sens 
inverse des aiguilles d’une montre). Trouver le résultat du prolongement 
analytique de la fonction 


f(D=In(z+Y1+z), 4(0)=0 (1z1<1) 
le long des courbes : 
1. Yy. 2. Ya 3. y. 4. y2. OS. y12. 6. y2y1- 


Nota. Par le symbole 1”,1”, on désigne, comme d’habitude, une courbe 
obtenue en parcourant d’abord la courbe l',, ensuite la courbe 7", . 

18.17. Trouver le résultat du prolongement analytique des fonctions 
ci-dessous le long des lignes polygonales J” indiquées entre parenthèses : 


1. A(2)=In(1+Vz), f(4)=In 3 (1z2-41<3) (T'de la fig. 32). 
2. f{z)=In(Yz+Vz-1), k( ]= | :-3]<3) (T de la fig. 33). 


3. f({z)=Vinz, ffe)=-2(Iz-e4]<a4-1) (T'de la fig. 34). 


- 3 
4. f{z)=Vz+Vz, A)=V2(z-41<3) (T de la fig. 39. 
5. f{(z)= Viz+V1=7;, fO=i (Iz1<1) (T'de la fig. 36). 


Dans les problèmes qui suivent, nous allons noter /,(z) l'élément initial 
d’une fonction analytique dans un domaine D, et f,(z) l'élément de la même 
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fonction correspondant à une ligne polygonale fermée Î' contenue dans le 
domaine D et ayant pour origine et pour extrémité le point z,€D, où est 
défini l’élément initial. 


Fig. 36 


18.18. Soit j,(z) une fonction définie par les égalités 
f@)==n(iz+V1-2),  (0)=0 (1z1<1). 


Notons y, la circonférence |z—1|=1, et y, la circonférence |z+1|=1 
(les deux circonférences sont parcourues dans le sens inverse des aiguilles 
d'une montre). Trouver f,(z) dans les cas où : 


1 l=y,. 2 T=y,. 3. T=ym. 4. T'=y;y.. 
d T=}. 6. T'= y». 7. T'=(y192). 8. T'=(177)7. 


18.19. Soit f,(z) une fonction définie par les égalités 


z 


f(o= (==, fio)=1 (z1<1). 
0 Î= 0 
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Notons y., où k= 1, 2, 3, 4, la circonférence |z—i*| = 1. Trouver la fonction 
Jr{z) dass les cas où : 


1 l'=ys 2. T=yi. 3. l'=ysysysya. 4. T=y;ys. 
5. l'=yy. 6. T=(yp7s) y). TT. T'=yaysv:y. 
8. l'=(y371){yar2)". 


18.20. Soit /,(z) une fonction définie par les égalités 


kO= [VE f0=1 (2120). 


Notons »., où k=1, 2, 3, la circonférence |z—e2*5] =]. Trouver la fonc- 
tion f,{z) dans les cas où : 

1. T=ys. 2. T=y. 3. l'=yiyys. 4. T'=ysy. 

S. T'=y;yye. 6. l'=y y 7. T'=yyiy. 8. T=}. 


18.21. Soient a,, a, ...,a des points situés sur la circonférence |z| = 1, 
et soit /(z) une fonction définie par l’égalité 


KO = JE -aG-aps...C-ay&  (z<1, 


où &,,.-.,«" SOnt des nombres réels. Montrer que, pour une ligne polygo- 
nale fermée arbitraire J' ne passant pas par les points a;, &, ..., a, et =, 
l'égalité J,(z) = e#f.(z) + À a lieu, où y est une constante réelle, À étant une 
constame complexe (les deux constantes dépendent de la ligne polygonale 1”). 


RÉPONSES 
18.03. 
1. mi. 2Zin2+3xi. 3. 1n3+Sxi. 


1. (1455). 2. (n2+2xi}, 3. à (--5)e2 
2Y2 V2 


18.06. 

1. (145). 2 Ant. 3m. 4.1 5.2 6.2-iV3. 

18.14. 

1. —2xie-z(0, 1). 2. 2xizet»(0, 1). 3. 2xi(e22— ef)»(0, 1”). 

4. —Qnie-ly(0,[). 5. —2nie2(0,7). 

18.15. | | | 
a)n(nÿD+%; Hin(aVD+T; oin(aÿa-T: din(a)+—. 


18.16. 
1 x. 2 ni. 3.0. 4.0. S.2xi. 6. -2xi. 


18.17. 


Tai | 
Lai 2. — 3. m-:|2. 4. Verts. 5.i. 
18.18. 


1 x-f{2). 2 -7x-f{z). 3. f(z)+2x. 4. f{z)- 2x. 
5. f{z). 6. f.{2). 7. f(2)+22n. 8. f{2). 


18.19. 
1 
Si l'on note a= Ï (1-xt)=1? dx, alors 
0 


1. 2aik-f{(z). 2 f{2). 3. f{2). 4. f(z)+ dai. 
S. (2) — 4a. 6. f{z) — Ba(1 — à). 
7. f{2). 8. f{z) + 8a(1 — à). 
18.20. 
1 
Si l'on note a= fa - x#)1/3 dx, alors 
0 


Ak=1) zu 21, 
1. ia3e ? +e f{z) 2 iaVe?  —-ef{z). 
3. f{z). 4. —3 Viaied3+ f(z). 
5. 3 Viaiezrts+ f(z). 6. Jai V3e23 + f(z). 


7. f{). 8. f{2). 


CHAPITRE IV 
POINTS SINGULIERS. SÉRIE DE LAURENT. RÉSIDUS 


$ 19. Points singuliers isolés de caractère uniforme 


Soit /(z) une fonction régulière dans la couronne 0 <|z—a|<p (ou bien 
dans la couronne p=<}|z| << si 4= =) sans être définie au point z=a. Dans 


ce cas, le point a est appelé point singulier isolé de caractère uniforme pour 
la fonction f(z). 


Suivant le comportement de la fonction /{z) à proximité du point z=a, 


on distingue les trois types de points singuliers isolés de caractère uniforme : 
1. Si la limite lim /(z) existe et est finie, le point z=a est appelé point 


singulier éliminable pour la fonction /(). 
2. Si la limite lim /{z) existe mais est égale à l'infini, le point z=a est 


za 
appelé pôle de la fonction f{z). 
3. Si la limite lim /(z) n’existe pas, le point z = a est appelé point singulier 
a 
essentiel de la fonction f{z). 


19.01. Montrer que le point z=a est un point singulier éliminable pour 
les fonctions ci-dessous : 


LS | sin z z 
1. PE (a= 1). 2: ue (a=0). 3: tgz (a =0). 


1—-cos z 1 
4. ER S. ctg os (a=0). 

1 1 1 za 
6. ——-——(a=0) 7. ET à (a=5). 


8. A+] (a= eæ). 
19.02. Montrer que le point z=a est un pôle des fonctions suivantes : 


1 1 : z?+1 
1. — - (a=0). 2. ud (a=i). 3. z+1 (a= æ). 


TT 
4. ——  …- 7 (a=0). S. CS 1; (a=0). 6. ctg— (a= =). 
? 1 3 
%, TI Gas 8. grz[a- LE LE …). 


19.03. Soient /(z) et g(z) deux fonctions régulières au point z=a, et soit 
f(a) = g(a) =0. Montrer que 
JO) Le (2) m@ () _,. (8 GC) 
CRE Dr HG ue FOFO) 
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Remarque. X1 est plus commode d’utiliser la première formule pour lever 
une indétermination du type _ au point a # =, et la deuxième formule pour 
a=®, 

19.04. Soient f(z) et g(z) deux fonctions régulières au point z=a, et soit 
(a) =g(a) =0. Montrer que le point z = a est un point singulier isolé de carac- 
tère uniforme pour la fonction F(z)=/f{z)/g(z) et qu’il ne peut pas être un 
point singulier essentiel. 

19.05. Soit z=a un point singulier isolé de caractère uniforme pour une 
fonction f{z). Montrer que le point z=a est un point an essentiel pour 
la fonction /(z) si, et seulement si, ilexiste deux suites z,,2z.,...etz,,2z2",... 
telles que 


limz,=limz”/=a et lim/(z)=4, lim »=B, AxB. 


19.06. Montrer que le point z= = est un point singulier essentiel pour 
la fonction sin z. 

Indication. Utiliser le résultat du problème 19.05 en posant z, =", 
2 =(2n+s)r n=1, 2, ..… 

19.07. Montrer que le point z=a est un point singulier essentiel des 
fonctions ci-dessous : 


1. e (a= =). 2. e-* (ame). 3. sin à (a=0). 
4. zcost. (a=0). 5. eu: | =>). 6. sin (e’) (a= =). 
7. cos (a= -1). 8. Sin (a= —i). 


19.08. Trouver tous les points singuliers isolés de caractère uniforme 
pour les fonctions ci-dessous et déterminer leur type : 


Zz 1 — cos z Si 1 az 
art mr PSM. 4 xjcosiT. 
1 - ct! 3 1 
5. ctgz-—. 6.z(&#-1). 7e =. 8. sin (e). 


* * * 


19.09. Soit /(z) une fonction régulière pour 0<|z-a|<r, et supposons 
que le point a soit un point singulier éliminable pour cette fonction. Montrer 
que la fonction f{z) peut être prolongée analytiquement dans le disque 
|z—a| <r. 

Indication. Appliquer la formule intégrale de Cauchy à la fonction f{z) 
dans le domaine D, : p<|z-a|l<r, ensuite faire tendre p vers zéro. 

19.10. Montrer que le point singulier isolé de caractère uniforme z=a 
est un point singulier éliminable pour une fonction f{z) si l’une des deux 
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conditions ci-dessous est satisfaite (les conditions sont citées dans l’ordre 
d’affaiblissement des restrictions): 
1. La fonction f(z) est bornée dans un certain voisinage du point z=a. 


2. lim(z-a)f(z)=0. 3. lim [ |f(z)1 1dz1 = 0. 
is Este 


19.11. Soit z = a un point singulier isolé de caractère uniforme pour une 
fonction /(z) satisfaisant dans un certain voisinage de ce point à l'inégalité 
f()1<MIz-a|"", où M et m sont des constantes positives. Montrer que 
le point z=a ne peut pas être un point singulier essentiel de la fonction /{(z). 

Indication. Examiner la fonction (z-a){"l+1f(z). 

19.12. Soit /(z) une fonction régulière pour 0<|z-a|<r possédant un 
pôle au point z=a. Montrer que la fonction g(z), définie dans le disque 
|z—al<r par les égalités 

g(2) = (0<]z-a|<r), g(a)=0, 


est régulière dans un certain voisinage du point z=a. 


* * * 


Il existe en outre une classification plus détaillée des pôles, mais elle exige 
l'introduction d’une notion préliminaire. 

Le point z=a en lequel une fonction f(z) est régulière est appelé zéro 
d'ordre m=1 (ou de multiplicité m) de cette fonction si 


f{a)=f'(a)=...=fm-0(a)=0, fa) #0. 


Le point z=> est appelé zéro d’ordre (ou de multiplicité) m=1 pour la 
fonction /(z), qui est régulière en ce point, si la fonction f,(£) =/(1/0) a un 
zéro d’ordre m au point & =0. 

Si la fonction /(z) possède au point z= «a un pôle, alors la fonction 1//(z) 
a un Zéro au point z=a (voir le problème 19.12). L’ordre du zéro de la 
fonction 1/f(z) au point z = a est appelé ordre (ou multiplicité) du pôle de la 
fonction /{z) au point z=a. 

19.13. Soit /(z) une fonction de la forme 


JU)=@G-a}"p@), 


où m est un entier, la fonction g(z) étant régulière au point z=a et g(a) = 0. 
Montrer que, si m 0, la fonction /{z) possède au point z= a un zéro d’ordre 
m, tandis que si m<0, la fonction f(z) possède au point z= a un pôle d’ordre 
— m. 

19.14. Soit f(z) une fonction de la forme f{z)=z""y(z), où m est un 
entier, la fonction q(z) étant régulière au point z= et g(>)#0. Montrer 
que, si m>0, la fonction /(z) possède au point z=- un zéro d'ordre mn, 
tandis que si m<0, la fonction f(z) possède au point z= + un pôle d’ordre 
mm. 
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19.15. Trouver tous les zéros et tous les pôles des fonctions ci-dessous 
et déterminer leur ordre : 


1 (+27) 
ae 


2. ctg z. 3. ztg?z. 4. sin 3z-3sinz. 


A ctgrYz RE : 
S. 7 A 6. NS 2.07: sh ÿ> 8. cos z ch =. 
19.16. Soit /(z) une fonction régulière au point à distance finie z=a 


y possédant un zéro d’ordre m. Dire quel est l’ordre du zéro que les fonctions 
ci-dessous possèdent au point z=a : 


1. F2)=f0(), n<m. 2. F()= [G-Yft0 dr, n=0, 1, 2, … 


19.17. Soit /(z) une fonction possédant au point à distance finie z=a 
un pôle d'ordre m. Déterminer l’ordre du pôle qu’une fonction f{"(z) 
possède au point z=a. 

19.18. Soit /(z) une fonction régulière au point z=+ y possédant un 
zéro d’ordre m. Déterminer l’ordre du zéro qu’une fonction f{"Xz) possède 
au point z= =. 

19.19. Soit f(z) une fonction régulière au point z=+ y possédant un 
zéro d'ordre m. Déterminer l’ordre du zéro que la fonction 


20) (e) 
F()= rio a 


possède au point z= =. 
19.20. Soient P,.(z) et Q,(z) de polynômes respectivement de degré m 
et n. Trouver l’ordre du pôle à l'infini pour les fonctions suivantes : 


1. P,(2)+Q,(), man. 2. PA(2):Q,(2). 3. PQ) m>n. 


19.21. Soient /{z) et g(z) deux fonctions possédant au point z= des 
pôles respectivement d’ordre m et n. Montrer que la fonction F(z) = f(g(z)) 
possède au point z= = un pôle d'ordre mn. 

19.22. Soient g(z) une fonction régulière au point z=a et g(a) = b, tandis 
qu’une fonction f{&) possède au point £ =b un pôle d’ordre m. Montrer 
que la fonction F(z)=f(g(z)) possède au point z=a un pôle d’ordre mn, où 
n est l’ordre du zéro que la fonction g(z) — b a au point z=a. 

19.23. Soit {/,(z)} une suite de fonctions régulières dans la couronne 
O<|z-a|<r qui converge uniformément dans chaque partie fermée de 
cette couronne. Montrer que, si chaque fonction /,(z) possède un pôle d’or- 
dre m au point z = a, alors la fonction limite f(z) est régulière dans la couron- 
ne0<]z-a]|<r et possède au point z=a un pôle d'ordre m au plus ou un 
point singulier éliminable. 


* * * 


19.24. Soit z=a un point singulier essentiel d’une fonction /(z). Notons 
M(e)= max |f(z)|. Montrer que pour tout k=-0, 


l:—-a[=e 
lim ç'M(e)= +=. 
e—0 


Indication. Voir le problème 19.11. 

19.25, Soit g(z) une fonction régulière au point z= a et g(a)=b, tandis 
qu’une fonction /(&) possède au point & = b un point singulier essentiel. Mon- 
trer que la fonction F(z)=/f{g(z)) possède au point z= a un point singulier 
essentiel. 

Indication. Utiliser le résultat du problème 19.24. 

19.26. Soient a;(z), ..., a,(z) des fonctions régulières au point a ou y 
possédant un pôle, et soit /(z) une fonction possédant au point a un point 
singulier essentiel. Montrer que la fonction 


F(z)=f"(2) + a (cf) +... +a,(2) 


possède au point a un point singulier essentiel. 
19.27. Montrer qu’une fonction w(z) qui vérifie l'équation 


w'+a{(z)wt-1+...+a,(z)=0 


ne peut pas avoir de points singuliers essentiels si a,(z), ..., a,(z) sont des 
fonctions rationnelles. 

19.28. Soient a >, une fonction g(z) régulière au point z=a et f(z:) 
une fonction ayant au point z= a un point singulier essentiel. Montrer que 
la fonction F(z)=f'(z)+g(z}f(z) possède également au point z=a un point 
singulier essentiel. 

Indication. Etudier la solution de l’équation différentielle w° + g(z)w = F(z) 
au voisinage du point z=a en supposant que la fonction g(z) est régulière 
au point z=a et que la fonction F(z) y possède un pôle. 

19.29. En examinant la fonction f{(z) = e*, se convaincre que la condition 
az du problème 19.28 est essentielle. 

19.30. En examinant la fonction /(z) = e!/:, se convaincre que l’assertion 
du problème 19.28 n’est plus vraie si l’on admet que la fonction g(z) possède 
un pôle au point z=a. 


* Lu X 


19.31. Démontrer le théorème de Sokhotski : Si le point z=a est un 
point singulier essentiel d’une fonction /(z), alors, pour tout nombre complexe 
A (y compris 4 =), il existe une suite {z,} telle que lim z, = a, lim f(z,) = A. 

Indication. Utiliser le résultat du point 1 du problème 19.10 appliqué 
à la fonction = j 

19.32. Soit z= a un point singulier isolé de caractère uniforme pour une 


fonction /(z). Montrer que, si Re f(z}=0 dans un certain voisinage du point 
z=a, alors le point z=a est un point singulier éliminable pour la fonction 


JG). 
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19.33. Soit z= a un point singulier isolé de caractère uniforme pour une 
fonction f{(z). Montrer que, si dans un certain voisinage du point z=a la 
fonction /{z) ne prend pas de valeurs situées sur le segment de droite joignant 
le point w=a au point w=B, alors le point z=a ne peut pas être un point 
singulier essentiel pour la fonction /(z). 

Indication. Appliquer le résultat du problème 19.32 à la fonction 


_ IG) -x 
OS ETC} 

qui admet, dans un certain voisinage du point z=a, la séparation d’une 
branche régulière jouissant de la propriété Re f,(z) = 0. 

19.34. Soit z= a un point singulier essentiel d’une fonction /f{(z). Montrer 
que, dans un voisinage aussi petit qu’on le veut du point z = a, les fonctions 

1. Reftz); 2. Imfz); 3. RTS 
prennent toutes les valeurs réelles. 

Indication. Utiliser le résultat du problème 19.33. 


Le point z=a est appelé point d’accumulation de pôles d’une fonction 
(2) si cette fonction est régulière dans une certaine couronne 0<|z-a|<r 
à l'exception d’un nombre infini de pôles a,, a, ..., et sila suite {a,} admet 
le point z=a comme point limite unique. 

19.35. Montrer que le théorème de Sokhotski (voir le problème 19.31) 
reste en vigueur si le point z=a est un point d’accumulation de pôles de la 
fonction /f{(z). 


RÉPONSES 
19.08. 
1. Z=0 : point singulier éliminable; z= +, +2x, ... : pôles. 
2. z=0 : point singulier éliminable; z= +%, +37, +527, ... : pôles. 
3. Z=— : pôle ; z= —]1 : point singulier essentiel. 
4. Zm— ct z=]1 : points singuliers éliminables; z= —]1 : point singulier essentiel. 
S. z=0 : point singulier éliminable; z2= +7, +27, +3x, ... : pôles. 
6. Z=— : point singulier éliminable; z=0 : point singulier essentiel. 
1 
7. z= +1, LÉ +7 ... : points singuliers essentiels. 
8. Z=0 : point singulier essentiel. 
19.15. 
1. Z= +i : Zéros d'ordre 2; z= +1 : pôles d'ordre 1; z= = : pôle d'ordre 2. 
3 5x 
2. z2=0, +x, +2x, +37, ... : pôles d'ordre 1; z= 4, #— rs <.. : Zéros 
d'ordre 1. 
3 
3. z=0 : zéro d'ordre 3; z2= +2, +27, +37, ... : zéros d'ordre 2; == 4e #——, 
5 
4 ... : pôles d'ordre 2. 


4. zm=0, +x, +2x, +3x : zéros d'ordre 3. 
5. z=— : zéro d'ordre 2 ; z=0 : pôle d'orüre 2. 


1 9 49 
s--. : Zéros d'ordre 1; z=0, 1, 4,9, 16, ... : pôles d'ordre 1. 
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7. zm—72, —- 4x, a nee 
n Ti Ti 7 Ti - 
TT <3 3 3" +3 7. 0e RAS MONA. 
19.16. 
Lm-n 2 min+i. 
19.17. m+n. 
19.18. m+n. 
19.19. 4m+ 1. 
19.20. 


1 max(m,n). 2 m+n 3. m—-n. 


$ 20. Série de Laurent 


On appelle série de Laurent suivant les puissances de z - a une série de 
la forme 


2’ c{z-a}. 
Cette série est appelée convergente au point z, si les séries ci-dessous con- 
vergent : 0 =: 
2 Ca(Zo = a)’, 2 Ca(Zo — aÿ. 


20.01. Trouver les ensembles de points z en lesquels les séries de Laurent 
ci-dessous convergent : 


220 2 D'or 
o (-1» S n° n 
3. 2 en? a >0. 4. 22 (z+1}". 


5. À Q-"+ 1)-1-a}. 6. Z 2. 


7. D'2-m2m, 8. 27. 


An —-— fu — 


20.02. Soit s c\(z — a)" une série de Laurent qui converge dans la couron- 


nu —e… 


ne fermée r<|z-a|<kR. Montrer que ses coefficients vérifient l’inégalité 
Ic.i<M(r-"+R 7")  (n=0, +1, +2, ...), 
où M est une certaine constante ne dépendant pas de 7. 


20.03. Soit s c,(z — a)" une série de Laurent qui converge vers une som- 


nes — 


me /(z) dans la couronne r<|z-a|<kR. Montrer que : 

a) cette série converge absolument et uniformément en toute partie, 
fermée de la couronne susmentionnée; 

b) sa somme /(z) est régulière dans la couronne r<|z-a|<R; 

c) la série Z’'cn.(z-aÿ -! converge dans la même couronne vers la 


somme f”(:). | 
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20.04. Soient D a (z-a) et _ b,(z — a)" deux séries de Laurent qui 


nu — 
convergent dans la couronne r < 1z= al < R respectivement vers les sommes 
A(z) et B(z). Montrer que la série de Laurent 


ZX cz a)", où c, = Z Gxba-k 
km — 


converge dans la même couronne vers la somme A(z)-B(z). 
20.05. Soient > a{z-aÿ et D b,(z-—a)" deux séries de Laurent qui 


film — 6 Er 


convergent uniformément vers une même somme /(z) sur la circonférence 
|z—-a|=0. Montrer que ces séries coïncident identiquement, c’est-à-dire 
que a, =b, pour tous les n. 

Toute fonction f(z) régulière dans la couronne r <|z-—a| = R est dévelop- 
pable en série de Laurent Z” c,(z - a)" suivant les puissances de z — a, série 


fe — 


qui converge dans cette couronne. Les coefficients c, sont déterminés d’après 
les formules | 
Ca 5 Ï fGXz-a)-"-!dz, r<po<R 
l2-a|=€ 

Remarque. Pratiquement, ces formules ne sont jamais utilisées pour 
trouver les coefficients du développement des fonctions concrètes en série 
de Laurent. D’habitude, le développement d’une fonction concrète en série 
de Laurent est ramené par un procédé ou un autre au développement en 
série de Taylor. 

20.06. En s'appuyant sur la formule de la somme d’une progression 
géométrique infinie et en faisant appel à la différentiation et à l’intégration, 
montrer que les formules ci-dessous sont valables : 


-1 
1. 7 S'b-n-i |zl>|bl. 


dures 


2. ——= re An+1)72% || >1bl. 


FF name 


3. FF, 2 (-1Jb-%z, |zl > |bl. 


2 
4, W- = Z'(n+1)b-n-22, 2161. 


1 
S. = 2 (b—a)-"-Kz-aÿ; axb, |z-a|-|b-al|. 
0 
6. [=] - 2 (-7Xb-a)-"(z-a); ab, |z-a|-|b-al|. 
| 


1 
7. 2 z-a«a Pres * . 21 > al; 


pour In, on prend la branche régulière séparée par la condition 


[in € 
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1 


1,r-e ÿ 1 
"2 


2-2 
z1+ a? 


8. — In 


artr-2>hn+2 |2] > ||; 


pour In 


on prend la branche régulière séparée par la condition 


be =0. 


2 


20.07. En utilisant une série binomiale, montrer que les formules ci- 
dessous sont valables : 


z-—1 nœ—e (—n)! 


Fi) on prend la branche régulière séparée par la condition 


(EL 


a 1 
(4) =]+ Pan PM Coeti 2 Iz1-1; pour la fonction 


1 3 1 
] j -1 33 G-r-i) . 
2. mn :t,2 cm ? , IZl>1, 


pour la fonction Vz°-—1, on prend la branche régulière positive pour z>1. 
æ 1 
3. (=) 14 > DGA DE pr oY, anb, 


f=m—e (—n)! 
Iz-al-1b-ai; 


pour la fonction =}, on prend la branche régulière séparée par la con- 
dition 


pour la fonction In RE ER , On prend la branche régulière réelle pour z > 1. 


Soit f(z) une fonction régulière dans la couronne r<|z-a|=<R et pré- 
sentée sous la forme d’une somme f(z)+f,(z), où la fonction f,(z) est 
régulière pour |z-a|<R, la fonction f.(z) étant régulière pour |z-a| >r. 
En développant la fonction /,(z) en série de Taylor au point z=a et la 
fonction j.(z) en série suivant les puissances négatives de z — a, et en utilisant 
les procédés décrits aux problèmes 20.06 et 20.07, on trouve le développe- 
ment de /(z) en série de Laurent dans la couronne r<|z-a|<R. Si f{(z) est 
une fonction rationnelle, la décomposition f{z)=/,(z)+/.(z) cherchée est 
facile à obtenir par décomposition en fractions simples. 
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20.08. Développer les fonctions ci-dessous en série de Laurent suivant 
les puissances de z dans la couronne 1 <]|z| <2 : 


l 1 2 zé+ 1 3 z 
* (z+1Xz-2) " -1Xz+9) | ” (#+1X2+2) 
1 1 | 
4. G-1){z+2) ” 5: (z:+ 1}? — 4) 6. (2-1) (z+ 4) ‘ 


20.09. Développer les fonctions ci-dessous en série de Laurent suivant 
les puissances de z — a dans la couronne D (le point a et la couronne D sont 
indiqués entre parenthèses) : 

1 : 
1. zx G=LD . 1<]z-1]<2). 

1 | ne 
2. ox G=1, D . 1<]z I! 2). 


3. EX Ga=i, —ieD). 4. ET (a=1, 2€D). 


1 3 2z 

. ZG-1-2 [a-0. -7<2). 6. 2-7 (a=1, — 1e D). 
z 

7 Goes G 


(a=0, D :: |zl 2). 


= —], D : 0<]z+1|<3). 


8 1 
* (4-1)27+4) 
Pour les fonctions de la forme 1n R(z), où R(z) est une fonction ration- 
nelle, la décomposition en une somme de plusieurs fonctions ne présente pas 
de difficultés. 


20.10. Se convaincre que les fonctions suivantes admettent la séparation 
de branches régulières dans la couronne D et développer toutes les branches 
régulières en série de Laurent suivant les puissances de z-a dans cette 
couronne (le point a et la couronne D sont indiqués entre parenthèses) : 


1. In ET (a=0, 1=<1z1<2). 

2. ln ET (a=0, 1z1>2). 

3. bn (a=-1, Iz+1l>2). 

4. lo (a= -1, 1<]z+1|<2). 


5. In ee (a=0, Iz1>max(lel,...,lænl, Bal ee, lBml)e 


20.11. Soit /{z) une branche régulière de la fonction V1 + z° dans le plan 


présentant une coupure suivant le segment [ — i, i] et telle que f | à) =? : 
Développer f(z) en série de Laurent suivant les puissances de z dans le 


domaine |z| >1. 
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20.12. Soit f{z) une branche régulière de la fonction == dans le 


domaine |z| -1 et telle que f{(2)<0. Développer f{(z) en série de Laurent 


suivant les puissances de z dans ce domaine. 
3 


20.13. Soit /(z) une branche régulière de la fonction = dans le plan 


présentant des coupures suivant les segments [0, 25], [1, 2i] et telle que 
f G =e"l8, Développer la fonction f(z) en série de Laurent suivant les 
puissances de z dans le domaine 1z| >2. 


20.14. On examine la fonction In as 


re suivant l’arc de circonférence 3 =, Im z=0. Soit /(z) une branche 


dans le plan présentant une coupu- 


2 
régulière de cette fonction définie par la condition f 6) = Fri. Développer 


f(2) en série de Laurent suivant les puissances de z dans le domaine |z] 2. 

20.15. Soit /(z) une branche régulière de la fonction arctg z dans le 
plan présentant une coupure suivant la droite |z|=1, Re z=0 et telle que 
-f(0) -x. Développer la fonction /(z) en série de Laurent suivant les puissances 
de z dans le domaine [z] 1. 


Parfois, il est possible de développer une fonction /(z) en série de Laurent 
suivant les puissances de z-a dans la couronne r<|z-a|<R en mettant 
la fonction intéressée sous la forme d’un produit de deux fonctions f,(z)-/.(z), 
où (2) est régulière pour [z—al <R, f,(z) étant régulière pour |z-al>r. 
Dans ce cas, la fonction /,(z) est développée en série de Taylor au point 
z=a, et la fonction j.,(z) est développée en série suivant les pu'ssances 
négatives de z—a. La série de Laurent pour la fonction /{(z) est obtenue en 
multipliant les séries pour les fonctions /,(z) et f.(z). 


20.16. Développer la fonction /{z) ci-dessous en série de Laurent suivant 
les puissances de z — a dans la couronne D (le point a et la couronne D sont 
indiqués entre parenthèses) : 


1. Ze: (a=0, O<1z| <—). 


2: Asinn (a=0, 0O<]z| <=), 


3. 2 cos (a=2, 0O<[z-2|<e),. 
4. ES (a=0, 1</|z|<e). 
ns 
5. CD (a=1, 1<1z-1|<2). 
4,12 
6. 6-5) (a=0, 0<1z] <=). 
1: ln — (a=0, max (lxl, |Bl)<1zl <+, toutes les branches). 
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11 y a encore un procédé de développement des fonctions en série de 
Laurent qui s’appuie sur des formules reliant les coefficients de développe- 
ment d’une même fonction dans des couronnes différentes. 


20.17. Soit /(z) une fonction qui peut être mise sous la forme g(z) +, 
où g(z) est une fonction régulière dans la couronne r<|z-a|l<R, z=a 
étant un certain point de cette couronne. Posons 


(2) = D (za), r<|z-a|<la-al, 


fe)= Z cz- a)", la-al<lz-al<R. 


Montrer que 
Cn=Cn+A(a—-a)-1-1 (n=0, +1, +2, ...). 


20. ” Soit /{z) = gG)+3 h:— — = où g(z) est une fonction régulière pour 
o<1zl =" , e<1. Notons f,(z2) : sr régulière de la fonction f(z) dans 


la couronne p<]|z| <1 correspondant à la branche Inte égale à O pour 
z = 0, et (2) la branche régulière de la fonction /(z) dans le domaine 1 < |z| < 
<= correspondant à la branche h; he 


7 égale à ri pour z= =. Posons 
J1Q@) = > CL o<|z|<1, 


fL)= Ze, 1<121<2. 
Montrer que 
Con Cons A= El, E2, 45 Co = Co+ 2 Can = Conti 7er - 

20.19. Développer la fonction ctg z en série de Laurent suivant les 
puissances de z dans la couronne x <|z| < 2x. 

Indication. Utiliser le développement de la fonction ctz-- en série 
de Taylor (voir le problème 11.27). 

20.20. Développer la fonction — en série de Laurent suivant les 


puissances de z dans la couronne 2x = |z| < 4x. 
Indication. Voir le problème 11.26. 


On utilise souvent des développements en série de Laurent convergeant 
au voisinage d’un certain point z—a. Compte tenu de ces développements, 
on a introduit les termes suivants : 

On appelle série de Laurent pour une fonction f(z) au voisinage du point 


zc=a la série = 
(2) = > CA C4 . a)’, 
fins — 
qui converge dans une certaine couronne 0 <|z—a| <p. 
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On appelle série de Laurent pour une fonction f{z) au voisinage du point 
z= la série = 
(2) = DA Crz” » 


qui converge dans une certaine couronne R<|z| <=. 

On appelle partie principale de la série de Laurent pour une fonction 
f{2) au voisinage du point z=a l’ensemble de termes de cette série qui 
tendent vers l'infini lorsque za. Si a est un nombre fini, la partie princi- 
pale de la série de Laurent est constituée par les puissances négatives de 
Z—a ; pour a= +, par les puissances positives de z. 

La différence entre toute la série de Laurent pour une fonction f{z) au 
voisinage du point z=a et la partie principale de cette série est appelée 
partie régulière de la série de Laurent pour la fonction /(z) au voisinage du 
point z=04. 

Le problème concernant la recherche de la partie principale de la série 
de Laurent pour une fonction /{z) au voisinage du point z= a est résolu par 
les mêmes méthodes que le problème général du développement d’une fonc- 
tion en série de Laurent. Quand même, compte tenu du fait que le nombre 
de coefficients recherchés est moindre, la résolution de ce problème est 
d’habitude plus aisée. 

20.21. Trouver la partie principale de la série de Laurent pour les 
fonctions suivantes au voisinage du point z=z, (le point z, est indiqué entre 
parenthèses) : 


1. . PT Go=0, +2ni, Hdmi, .….). 


F4 
ET SE: 


3. 2 (= 0). 4. Fr (2 = ib, b=—0). 
(z?+ 1) : 
S. LE (2 = =). 6. as (Z=ib, b=>0). 
7. FF (2 =ib). 8. ctgxz (2=0, +1, +2, ...) 


1 
9. ne (Z = 0, +1, £2, 4) 
10. gs _ b=—0, toutes les branches). 


11. z ns Gas b=0, toutes les branches). 


12. Zarctg z (z,=, toutes les branches). 


20.22. Dans les exemples qui suivent, on considère pour les fonctions 
In z et z* (x est réel) une branche régulière, dans le plan muni d’une coupure 
suivant le demi-axe réel positif, prenant des valeurs positives sur la borne 
supérieure de cette coupure pour z=-1. Trouver la partie principale de la 
série de Laurent pour les fonctions ci-dessous au voisinage du point z=2z 
(les valeurs de z, sont données entre parenthèses) : 


ze 1 
Lrere 70 Ge) 2 pes Ge D. 
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Zzs . — 1° e —_ — 
3: G+D'G+2) a 0 (a * 20 = 1° b : Zo = 2). 


1 RTS 

4. G+EXInz+ai) ? b>0 (a ‘ Z=ib; b: Zo = ib). 
Yzinz = 

5. Gr D (= — 1). 

6. —À#î,b>0, b#1 (a : z2=-1; b: = -b). 


(z+ b)} In z- xi) ? 
7. 2 b>0 (a : z=ib; b : z= —ib) 
Hp” : sb: | 
1 1 
G+IF (zip Go 
20.23. Trouver la partie principale de la série de Laurent pour les fonc- 
tions indiquées ci-dessous au voisinage du point z= z, si, pour les logarithmes 
et les puissances fractionnaires, on choisit des branches réelles sur la borne 
supérieure de la coupure [0, 1]. 


4 
1. (+1))20 2 G=e) 2. (-l)in2 (me). 
. pl |, b>0 (z=ib). 


4. + —— (2 =). 


8. = —]). 


3 


20.24. Soit f(z) une fonction régulière dans la couronne 0 <|z-a| <p, 
et supposons que la série de Laurent au point z=a de cette fonction soit 
de la forme 


fo = Zaz-cÿ. 


Montrer que : 


a) la fonction /{(z) peut être a analytiquement au point z=04 Si, 
et seulement si, c,=0, = -1, : 

b) la fonction /{z) possède au point 2= a un pôle d'ordre m si, et seule- 
ment Si, C-m#0, C_m-1=C-m2=... =0; 

c) la fonction /(z) présente au point z= a un point singulier essentiel si, 
et seulement si, il y a une infinité de coefficients c, différents de zéro à nu- 
méros négatifs. 

20.25. Soit it Je) une fonction possédant au point z=a un pôle d’ordre 
À (k=1, 2, ...). Alors, la fonction 


SA) =) +2) + - +, (2) 


possède au point z=a un pôle d'ordre nr. 

Supposons que la suite S,(z) converge unifcrmément en chaque partie 
fermée de la couronne 0 = |z-a| <p. La limite de cette suite doit-elle avoir 
au point z=a un point singulier essentiel ? 
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20.26. Soit f(z) une fonction régulière dans la couronne r<|z-a|<R, 
et supposons que la série de Laurent de cette fonction suivant les puissances 
de z— a dans cette couronne soit de la forme 


fO= Z'a-e) 


Montrer que : 
a) pour prolonger analytiquement la fonction f(z) dans tout le disque 
Iz—a]<R, il faut et 1l suffit que 


Crednek 2 se 


b) pour prolonger analytiquement la fonction f{z) dans la couronne 
p<|z-a|l<kR, où 0=<p<r, il faut et il suffit que 
lim cl = 0. 
N—+e 
20.27. Soit /(z) une fonction régulière dans un domaine D à l'exception 
des points singuliers isolés de caractère uniforme a,,a,,...,a,. Notons g;(z) 
la partie principale de la série de Laurent pour la fonction /(z) au voisinage 


du point a;. Montrer que la fonction /{(z) - Sa (2) peut être prolongée analy- 
k=s1 


tiquement dans tout le domaine D. 

20.28. Montrer qu’une fonction régulière dans tout le plan fini et possé- 
dant au point z= un pôle d’ordre m est un polynôme de degré m. 

20.29. Montrer qu'une fonction qui ne possède dans le plan complexe 
élargi aucun type de points singuliers, sauf les pôles, est une fonction ra- 
tionnelle. 

20.30. Montrer que la forme générale d’une fonction R(z) qui possède 
un pôle d'ordre m, au point z= et des pôles d’ordre m, aux points a, 
k=1,2,...,n, sans avoir d’autres pôles, est donnée par la formule 


mo n me 
R(z) = Z 40, 57° + 2° Z'Ak, {2 — Qx)";, 
$S=0 kmls=l 


OÙ A4, m0, k=0, 1, ..., n, tandis que les autres constantes 4, sont 
arbitraires. 

20.31. Soit R(z) une fonction rationnelle ayant des pôlesaux points 
dj, ---, 4, Sans en avoir d’autres situés à distances finies. Notons D, le do- 
maine constitué par des points situés plus près du pôle a, que de n’importe 
quel autre pôle. Montrer que : 

._ [R(AXz)| lim 1 : 

1. . mn! cal (ze D,); 

2. en chaque partie fermée B du domaine D,, la fonction RC(z) ne 
s’annule pas si seulement # -n,(B); 

3. pour chaque point z=a situé sur la frontière de l’un des domaines 
D., on peut indiquer une suite de points {z,}, z,-a tels que R"Xz,)=0 
(m=0, 1, ...). 

te ; ; 1 R(Ma}(7) Le 
Indication. Examiner la suite a In re et utiliser le résultat du 


k! 
problème 20.30. 
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Chaque série de Fourier F(œ) = D ce!” peut être considérée comme une 


série de Laurent > Cnz”, Zz=e sur la circonférence |z] = 1. Pour cette raison, 


fu — 


le problème concernant le développement d’une fonction en série de Fourier 
est souvent ramené au développement en série de Laurent en effectuant le 
remplacement e#=z. 

20.32. Développer en série de Fourier les fonctions ci-dessous : 


1-acosg a sin @ 
L'Tosgrar -1<4<h  Ligosgrer <a. 
1-4 1 
3 Dnosqrar 0<a<l ge “<a. 
5 ee  — O<a=<1] 6. In(1+a°-2acos p), 0O<a<l1 
* (+ a+ 22 cos q} ? Ph 


7. cos -in (1+a° cos?y), O<a<1. 
20.33. Développer en série de Fourier la fonction in | (sin 5 
Indication. Utiliser l'égalité 


: ebr-e-pr|  , [e#-1] 1— es 

In {sin 5|- In TH = ln 2 = Rein ——. 
20.34. Développer en série de Fourier les fonctions suivantes : 
1. In t&+ 5 LE 4 (0<—p< 27). 
RÉPONSES 
20.01. 
1. 1/2< 1z|< 2. 2. 1<|zl<3. 3. e-x<|z2-1j<es. 
4. O<|z+ll<e. S. 0<[z-a|l<1. 6. [z|=1. 
7. Iz]= 1. 8. Ensemble vide. 
20.08. 

—1(—1)7+1 +  —] 
mme 7/2 ———— 2 

EE ET 


12 1 S 7 . +=-17.(-Jj-1 
2. nt + — + — 7 nr = 
2Za"tetnta tm * 


Z1(— 1771 21.2<(— 7 += (=17 
—————— 7," es P ÉL} 3 z 
3. Z e + 2 z +2 5ns 
1 —-3n-4 — ])n 
4 ni zn 5 Cr. 
re - 9 0 9.2n+1 
—1(—-]}r += —]1 =1 = Sn-6 += (—-1} 
.* an en an 
> 2 5 "+54 j 2 25 + 2 joon ” ‘ 
20.09. 
=1(—-1)}1-1 += 3n+sS 

1. 2 9 (z-1)+ 2 Dons 
> SC+ l)- L DA +=(—-1)1+1-2n+1 
22 CE mn CON 
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3. Ze+Dmç y. 4. 1+ C2" tin À 1ÿn-1, 
5. ES Z2-n-2.79. 
me ? LUS 1}7. 
7: = G+ 1)-1- : HR E+D- Z | ns (z+1}. 
8. In, 

Eee 5 
20.10 

= —2n 

1 À — ami à mr z21+1402£L+ lhri; K=O, +1, +2, ... 
2. ZT; m Ÿ D ru-i4 Dex, k=O, #1, #2, . 


212-2411} (1+ 2-2) 
s Br pue 
4. à — 

S. > TC. — Br}zn+ 2kni, k=O, +1, 


fan — R p 


20. 


(z+1M+2kxi, k=0O, +1, +2, ... 


retDe- “Zu Da Dr eut 0, +1, +2, . 


.(2n — 3) a 
3-5 + > Z(- PT zan+a, 


20.12. 
Zen, Où ci, 


_ (en! _ Cn-2m)l@m-2)! 
NN D "ant 22 C si Tee =D 


AE A 


næl n! 


20.13. 


p— 
+ ñ, 


SCPI 


nil nzn 


1 1 — zh" (-1+i7m+1 
. — 2 ED ————— ZT uit, 
Per 6 6 + 2 oran (n+3)! ZE (2a+1)! 
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3. (2-2) + Ge-D+EG-2D+ s+ Z(- 1}7 


4. - Zer+(- e 1 $ 


2 (3. ci 


n=0 


— 
5 5€ 


6. Zrat}e, Où Jft)= SE ——— 


G-1}+ 2 2 {> 


p'P 


X 19. : 
Z2r-tr+ 3z—1+ ir 


a 


p=02PtMn-p)! 
(- D 
ken k{n+k)! 


PAS D Cu 


(— 1224 Bek 
(2k)! 


48r°+ 72n+ 23 
(2n+ 2)! 


1 
Fam (16n°+ 24n+ 5)z— 2)2n. 


(z-2)-m#1+ 


(— 1)P+1 —  —d1l)p+1 


pæn+i PI 


2k+ a 
a ti 5) » J-nt)=(- 1} T6). 


Te. 


= BP-aP 


Er k=O0, +1, +2, … 


+24) ztk-1, 


Be-ne-mnemets se Le 3 (2m 2-0 


20.21. 
2 1 


2 
1. — ; 2 
z—2kni 


(z+2» Tz+2 
ied 1 


Hs... Se 


L i 1 
4b (z-ib}" 


6. — 


1 
8. =D ©” k). 9. 


PT (27)*# 


1 1! 
3. Dee 
ie? 1 pe he 
4 (z- mp5 M 4b z-ib 
(—1)# 
=k 
Re - Gb ®° ). 


- (2 = 2kxi). 


10. +z. 11. +23, 12 a (+ 5)”- 2, k=0, +1, +2, .. 


20.22. 
1 Î 1 
1. exk. —_— 
ent (a+2)ee 
(z+1} z+1 ” 


3. a) 


3 
— {ln b 
2 


5. ——+—. 6.4a)- 


(z+1} z+1 


ni\? 
1n b+— 
++) 1 


7. 
DE EE 


b) — 


1 1 


2 —— ———— —, 
z+1 x (z+1} 7° z+1 


20e. (4- HE a 


(z+2Y z+2 
5 
— 7+1ilnb 
b) 2 1 
2h [int + Pa] 2e 
| 1. 1 1 1 1 
(b—1} z+1 ” ) 56 @+0p binb z+b° 
3 \s 
fnërsai) 1 
2ib z+ib ” 
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1 1 2 1 


8. ———— : 
(z+ (z+1) (z+1)}? ET: (z+ (z+1} 
20.23. 


_#4 3 29 
Le « Fratess) 2. niz?+ 2. 
Sfr Ts 4 a | er ————. À. 


20.25. Non. Exemple : 
1 1 
D mn ee , = 1, LE] 
JG) nizn (n-1)!z1-1 d 2, 
20.32. 


1. Z a cos np. 2. Z a sin n. 3. 1+22Z a7 cos np. 


4 = et y (CE EE cos 2ng — 


2 (ET) am 
5. 205 2055 2-24 0 nl 05) cos np 
6. -2 52 cos np. 
[RE ge 
- n -1)2 PORTE 
EE Ce EE es ot 


20.33. 
a) | 
-In2- > — cos ny. 
TA 


20.34. 
= cos (21+ 1) = sin ñ7@ 


Je 22 2n+1 2 à n 


$ 21. Calcul des résidus 


Soit /(z) une fonction régulière en un point z, ou bien y possédant un 
point singulier isolé de caractère uniforme. On appelle résidu de la fonction 
(2) au point z, pour Z# =, la ie 


Res f(z) = Î fe) dz, 
db ÉT 


où le nombre p 0 est assez petit (la circonférence est parcourue une fois 
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dans le sens inverse des aiguilles d’une montre). On appelle résidu de la 
fonction f(z) au point = la Re 


Res HO = | fc) d2, 
é 


où le nombre R=0 est assez grand (la circonférence est parcourue une fois 
dans le sens inverse des aiguilles d’une montre). 

On peut aussi donner une définition plus uniforme : 

On appelle résidu d’une fonction f(z) en un point z=2z,, qui est un point 
de régularité de la fonction /{z) ou un point singulier isolé de caractère uni- 
forme, le quotient par 2xi de l'intégrale de /{(z) prise le long de la frontière 
d’un voisinage assez petit du point z, (en donnant cette définition, on con- 
vient que l’intégrale le long de la frontière du domaine est toujours prise 
en tel sens que lors du parcours de la courbe frontière le domaine reste à 
gauche). 

Conformément au théorème de Cauchy, Res f(z)=0 si la fonction /(z) 

2= 
est régulière au point z, et si z,# =. Le résidu à l'infini peut être différent de 
zéro, même si la fonction est régulière à l'infini. 

Calculer les résidus en partant de leur définition est une opération assez 
compliquée. A la base du calcul pratique des résidus on trouve le théorème 
suivant : 

Soit, pour O<]z-2,| <p, 


fa) PLC 2). 


Alors Res f{z)=c.. Mais si, pour R<1|z|<e, f(z)= > ChZ", alors 


2=2% nm 
Res f{z)= — c_. 


21.01. Calculer 
1. Res MZ. 2 ReseW, 3. Res—=—. 4. Res 7° sin. 


Zz=m— z° zme— 2=1 En 4 12 


1 
S. Res ——. 6. Reszei. 7. Res 2er. 8. Res <—— 
ze 


z=]l Zzm— 


= Z—— 


4 4 


En réalité, le problème de la recherche des résidus est beaucoup plus 
simple par rapport au problème du développement d’une fonction en série 
de Laurent au voisinage d’un point donné, car, lorsqu'on cherche le résidu, 
il ne faut trouver qu’un seul coefficient de la série de Laurent. Cette simpli- 
fication se fait sentir d’autant plus que moins nombreux sont les termes de 
la partie principale de la série de Laurent. 

Ci-dessous sont données les principales formules servant à la recherche 
des résidus : 

Soit /{z) une fonction ayant un pôle d’ordre 1 au point z, à distance 


finie. Alors, 
Res /(z) = lim (z — z)/{z). (D) 
2=2Q z—Æ 
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Soit /(z) une fonction qui se présente sous la forme f{z) =, où g(z) 
et y(z) sont régulières au point z, à distance finie, et y(z) satisfait aux con- 


ditions 
Go) =0, P()#0. 
Alors 
Po) 
Le fG æ vG) . (2) 
Soit /(z) une fonction régulière au point z== +. Alors 
Res /{z) =lim z(f(=) -f(2)). (3) 


Soit /({z) une fonction qui se présente sous La forme f{z) = F) , OÙ 
la fonction q(£) est régulière au point £ =0. Alors 
Res /(2) = —p"(0). (4) 


Soit /(z) une fonction qui se présente sous la forme f{z)=(z-2z)""(2), 
où la fonction y(z) est régulière au point z, à distance finie. Alors 


Le 
Res /G) = =D 9 2. (5) 


21.02. Trouver les résidus des fonctions ci-dessous en tous leurs points 
singuliers à distances finies : 


1 zt z3 1 
Las. Liz Jos + en 
5 : nel 2 Tr | 
ere emo Con 
8. ctgnz. 9.thz. 10. cthnz. 11. %2. 12. 
e L] e e e e e (z- 1} ° re 1° 
Sin eZ. 1 
13. =-1ÿ ° 14. sin =’ ° 
21.03. Trouver les résidus à l’infini des fonctions ci-dessous : 
1 4 
sin — cos? — 
zt+1 z+2 Z Z 
1. 2j: 2: COST . 3. 1° 4. rs ER 
(+ 1) cos L >: 
S. 2. 6. zcos—: 
(z+2Xzt-— 1) Zz 


Les problèmes qui suivent contiennent différents procédés servant 
souvent à faciliter le calcul des résidus. 

21.04. Soit /{z) une fonction régulière dans tout le plan complexe à 
l'exception d’un nombre fini de points singuliers isolés de caractère uni- 
forme z,, z,, ..., z, (le point z= + est exclu). Montrer que 


À Res f(e) + Res fe) =0. 


21.05. Montrer que pour chaque fonction paire f(z), 
Res /{z) = Res /{(z)=0 
z=0 z=— 


(en s'pposant que les résidus écrits ont un sens). 
21.06. Montrer que, pour une fonction paire /{z), l'égalité 
Res f(z)= — Res (2) 
Ze Z2=—29 
a lieu, et que pour une fonction impaire /{z), l'égalité 
Res /{z)= Res /{z) 
2 z=—7 
est vérifiée (en supposant que les résidus écrits ont un sens). 
21.07. Soit f{z) = g(az), où a=0. Montrer que 
Res f{z)=1 Res g(z). 
2e 290 4 1=29 
21.08. Soit /{z)=z"g(7"), où m et n sont des entiers satisfaisant aux 
conditions mx0, m<n. Montrer que 
Res f{z)=e"#{m+1)n Res f{z). 
2m rein z=24 


21.09. Trouver les résidus des fonctions ci-dessous en tous leurs points 
singuliers et à l'infini : 


+ 142 1+220 
"HG-D AGID AA) 
4. ES a#0,n=1,2,... S. sinzsiny. 
cos z 1+ 29 Sin z 
6. G+1ÿ 7. AD °0$zChz. 8. +1: 


Si une fonction /{z) peut se présenter sous la forme f{z)=g{z)/y(z), où 
les fonctions p(z) et y(z) possèdent en un point z, des zéros d’ordre supérieur 
à 1, les formules (1), (2) ou (5) sont peu utiles pour le calcul de la grandeur 
Res f(z). Dans ce cas, le procédé le plus sûr consiste dans le remplacement 


=29 
des fonctions q(z) et y(z) par un certain nombre de termes de leurs dévelop- 
pements en série de Taylor au voisinage du point z,. 


21.10. Calculer : 


zf-1 sin 3z—3 sin z 
1. Res nr n=1, 2 … 2: RS nz—2) * 
tgz—Z zn— _ 
3. RS cos 75” 4. RS =pn 7 n= 2, 3, 
5. Res z-3ctg" z, n=2, 3, ... 6. Res 7 


2=0 
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21.11. Soient y(z) et y(z) deux fonctions régulières en un point à distance 
finie z, possédant en ce point un zéro d’ordre m. Démontrer les formules 
suivantes : 


1. Res (gt) I | g{mX 2) 


2 Res 122.1 1-1 #7Xx) | gim+iXz) _ pÜr+iXz) 
run PO Gt) m+1 pr) | ps) pr) |’ 
Dans le cas, où l’on ne calcule pas les résidus d’une fonction uniforme 
dans tout le plan, mais ceux d’une certaine branche régulière d’une fonction 


analytique multiforme, il faut être très correct dans les calculs et faire atten- 
tion à ce que toutes les opérations soient effectuées sur la même branche. 


21.12. Trouver les résidus pour chaque branche régulière dans un certain 
voisinage d’un point z, (en excluant, peut-être, ce point) : 


z+3 z-1 4 
LRSg-htrn 2RSMzsT RS Vs 


4. Res——. 5. Res Y(z-1}X{z- 72). 
Se Va REG E) 


6. Res 


Dans certains problèmes, il est plus commode de calculer les résidus en 
partant de leur définition, en tant qu’intégrale prise le long d’un contour, 
et en appliquant le théorème de Cauchy en vertu duquel on peut déformer 
le contour à l’intégration dans le domaine de régularité de la fonction sur 
laquelle porte l'intégration. 


21.13. Soit /(z) une fonction entière. Démontrer les formules suivantes : 
è 
1. Res | f{2) In =?) = [ f{) dz (ici, pour In = , On prend n’importe 


a 
quelle branche régulière au voisinage du point à l'infini). 
a —a 


2. Res on = [ SG) dz+ [f() de (ici, pour In =, on prend 


w —1b 
n'importe quelle branche régulière au voisinage du point à l’infini). 


Ô 
3. Res HO =) =2 | fx) In 2—Æ dx (ici, a et b sont des nombres 


2=…æ 


réels, a <b, et, pour In = , On prend une branche régulière au voisinage 
du point à l'infini qui s’annule pour z= =). 
b 


4. Res {f(:) EE fo =) & (ici, a<b, -1<a<l, sont 


T 
a 
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des nombres réels, et, pour =): on prend une branche régulière au 
voisinage du point à l'infini égale à 1 pour z= ). 


x *X x 
21.14. Trouver Res {f(z}p(z)} si la fonction g(z) est régulière au point 


in 
Z, et Si la fonction fa) a au point z, un pôle d'ordre 1, son résidu y étant 
égal à A. 

21.15. Trouver Res si la fonction /(z) : 

1. est régulière au j'point Z et y possède un zéro d’ordre m ; 

2. possède au point z, un pôle d'ordre m. 


21.16. Trouver Res CO G) 5} si la fonction w(z) est régulière au point 
2=10 

= Z0, €t si la fonction /(z) : 

1. est régulière au point z, et y possède un zéro d’ordre m ; 

2. possède au point z, un pôle d'ordre m. 


21.17. Trouver Res SPC z)) si la fonction (2) est régulière au point :, et 


? (Z0) “0, tandis que a fonction /{z) possède au point y(z,) un pôle d'ordre 
, Son résidu y étant égal à 4. 


* * x 


21.18. Soient /(z) une fonction régulière pour R < |z] < = et Res f{:) = 0. 
Montrer que la fonction /(=) possède une primitive régulière pour R <[:|<. 

21.19. Dire pour quelles valeurs des paramètres a, b, les fonctions ci- 
dessous sont uniformes dans tout le plan di 


ne; 3 
1. feet à E. 2 fuutss cose y dt. 3. fasse à 
RÉPONSES 
21.01. 
x? }2 3 aft+i 
A D eh Se ds Se 6. = ee 
6 2 à (n+ 1)! ñ 
21.02. 


1 1 
1. 1 pour ==0; me. pour =-/{: ne pour z2= -i, 


1-5: l+i 1+: 
2. —— pour z=e"s; pour z-e-%i; -—— pour :- ex; 
42 4V2 472 
Der pour zsersula 
472 


14 14728 209 


3i 3i 
3. 1 pour z= -1. 4. 2 PDOUT Z=i: ” pOur z= —i. 
1 1 1 =] 
S. 3 Pour z=]; 7 Pour z=i: 7 Pour zm-i. 6. Ch pour z=1. 
— 
7. or POUr Z=n, Où n=0; +1, +2, ... 
a 


1 
8. = POUT z=n, Où n=0, +1, +2 ... 


1 
9. 1 pour = [ne ]nt Où n=0, +1, +2, ... 


10. O pour z=x7in, Où ñn=0, +1, +2, ... 
11. —sin 1 pour z=1. 12 —1 pour z=(2n+ 1}xi, où n=0, +1, +2, ... 


13. O pour z=1. : 
2 : 
14. O pour z=0;  - pour z=itVan, où k=0, 1,2, 3, n=1, 2, 3, 
sn 
21.03. 
1.0. 2x 3.0. 4-1. 5-1. 6. x? 
21.09. 
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1 I 
1. — pour z2=2; —-— pour z=0; 0 [Z=, 
& po ca P° pou 


| ur 2 ur 0 4 pour z 
——— ZzZ=— $ — — ze : — =, 
mn 47 


3. 0 pour z=0 et z=—; 0? ; Ur Z= 2}; _—, z 2i 
. Upo ; 256 po ” “25% pour . 
4. a+ a" pour z= 4; —a7" Dour z=0;, —qfi pour z=. 

5. 0 pour z=0 et z=, 


i i 
6. —-— pour z=i; — pour z=-i;, 0 z=…, 
4 ris Es 


1 2k+1 2k+1 
7. 0 pour z=0 et z=—; A % (cos Y2+ch V2) pour z=e à Se 


1 1 1 
8. —— pour z=i, —— pour z=-i;, — z=—. 
re po i e pOur Zz= —i pour 


2e 
21.10. 

D D SU EG ST 
. 1 . ge 40 5. 6 -—. 
21.12. 


1. —3 lorsque In(1+z)|..0= 4xi, et 0 pour les autres branches. 
2. 2 pour toutes les branches. 

3. 4 lorsque Y5-z|1= — 2, et O lorsque V5-2 [== 2. 

4. 4 lorsque V4-2*|.= — 2, et 0 lorsque V4-z?|o= 2. 


1 11 13 
S. sua V(z- 1Xz— 2). 6. An. V2z?-— 22. 
2 Z 2 Z 
21.14.  Ag(2). 


21.15. 1.m. 2. -m. 


21.16. 1. mp(z). 2 - mp(2). 
A 
21.17. Hyane 
P 2 
21.19. 1. pour a= —1. 2. poui u-u-t. 5. pour as= 1/6. 


$ 22. Calcul des intégrales prises le long d’un contour fermé 


Les problèmes de ce paragraphe impliquent l’application du théorème 
des résidus : 

Soit f{z) une fonction régulière dans un domaïne D, sauf un nombre fini 
de points a,€ D(k=1,2,...,n) qui sont des points singuliers isolés de caractère 
uniforme, et continue jusqu'à la frontière 9D de ce domaine, à l'exception 
des mêmes points que ci-dessus. On suppose que la frontière D du domaine 


D est constituée par un nombre fini de courbes fermées lisses par morceaux. 
Alors, 


f(z) dz = Qi > Res (2), 
À ê To 


si la frontière est parcourue dans le sens positif (c’est-à-dire si le domaine 

reste à gauche lorsqu’on parcourt la frontière dans le sens d'intégration). 
Remarque. Si le domaine D comporte le point à l'infini, ce point est 

inclus dans les points a, même si la fonction f{(z) est régulit + en ce point. 
Les procédés de calcul des résidus sont considérés connu 


22.01. Calculer les intégrales suivantes : 


dz 
1. = (D . 1Z—11<1). 
D 


dz | 
?; Pres (D . |z— 1-5] <2). 
D 


3. LES à (D : x284 23e 229), 
D 


dz : 
4. les (D : 2<1z| <d4). 
à 


_?_ 182 ° _ 
. J 4e dz (D : 1z1>4). 


En calculant des intégrales portant sur des fonctions régulières dans tout 
le plan à l’exception d’un nombre fini de points singuliers isolés de caractère 
uniforme, il faut avoir en vue que la somme entière de tous les résidus 
(y compris le résidu à l’infini) d’une telle fonction est nulle. Autrement dit. 


pour une telle fonction, l'égalité | (2) dz = — | f(z) de, où D, est le complé- 


|  … 8D . êDi 
mentaire de D dans le plan complexe élargi tout entier (l’ensemble D, peut 
être constitué par un seul ou par plusieurs domaines,. 
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22.02. Calculer les intégrales ci-dessous : 


1. re 
D 


frs 
2. (z-1Xz-2) az 
D 


(D : |z1<2). 


: 1Z1<3). 


: 1Z1 <2). 


: [z1<2). 


: 1Z1 >3). 


: |zZ1<2). 


: 12-11 >1), 


: 12-21 +1Z+21<6). 


: [zl >2). 


: 1Z—-11<1). 


: 1Z| = 1). 


: IZt<1, Rez>0, Imz=-0). 


: |zl 4). 


: |zl <d4). 


1 
: 1Z] < n+z (n=0, 1, 2, sa) 


22.03. Démontrer la formule 
1 LT PE Ed NE À 
+ féte jf) 


x'(n+ 1)! 
[21 =1 


(la circonférence est parcourue dans le sens inverse des aiguilles d’une 
montre). 


Lors du calcul des intégrales de contour portant sur des branches uni- 
formes des fonctions analytiques multiformes, il faut faire attention à ce 
que les résidus trouvés concernent la branche intéressée. 

22.04. Calculer les intégrales pour toutes les branches des fonctions 
analytiques multiformes se trouvant sous le signe d'intégration : 


dz ; dz : 1 
1. Jre5e . [z| <2, 9). 2. fer ( . a-11<)) . 


| 1 in (z+1) 
3. Ja (» : 1a+11<). a. Fe (o : : 1a1<2). 


5. LE dz (D : |z1=2). 6. [HE (D : 1z1>2). 
0D 
7. VAT de (D : Izl>2). 8. : 1zk> D). 
ÿ 5° 
> Fur TE : 12+11<D. 


dz 3 
10 2 D. à) 
Lane k-21<;) 


22.05. Vérifier: que les fonctions analytiques multiformes se trouvant 
sous le signe d'intégration admettent la séparation, dans le domaine D, 
d’une branche uniforme satisfaisant aux conditions données. Calculer l'in- 
tégrale portant sur cette branche : 


DEUST (D : 1<3] (ici, Vz-1lo=. 


di _ 
2. | Feu (D : G-3)<0,9) (ici, In(z-2)|.s=0). 
D 
3. <= ( [D : [Z+2]< ) (ici, In zl_,.=1-xi). 
2D 
2 e 
ee LL (D : z-21<5) (ici ln (1+2)le1 = 1 - 2xi). 
9D 
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+2 5 ,.. 
S. Eee = & (D : 1Z+21 <) (ici, In(1—z)l:.1-e = 1). 


dz | ue _Æ 
CE PM . [zl >2) (ici arctg 74.5). 
oD 
z-1 - = |z-1 1 
7: Ï 1% (D : 1z1-1,1) ici ait -}] 
D 


. re (D : Iz-101<9,99) (ici, VzL=s= -2). 


9. [Va-a-5)dr (D : 1zl=lal+1bl) 
3D 


(ici, LG 5-1, 2). 


dz : > 
10. ln) (D : 1Zl lal + 1b1) 


(ii, LVG-26-5- -1, 2). 


11. | Danses (D : Iz1=lal+1bt) 
FA VG-"{(z-b) 


ici, LVG-DG-6)—e-28,7-.) ; 


12. | Eros (D : Izl-lai+1bl) 
A VG-a)*Xz-b) 


(ici, 11-26-51, 2). 


13. [G-ayt-6)-"-d7 (D : 121=1a1+181+1) 
èD 


ici L-aÿt 5-1, ze). 


Zz-a,_z-a ; 
14. DEET (D : Iz1>lal +1b1) 
D 
PR z—a z—a \ 
ici V1, n=—-0, ze]. 


S 
K] 2% in 2% de (D : 121 > lal +161) 


. z—a z—€e 
ici, PA — 1, In, -+2xi, 2). 


16. Î z° in = dr (D : Izl>lal+1bl); n=0, 1, 2, 
z—b 
D 
ici, In 27 - 2x, 2). 
z—06 


x X *X 


22.06. Montrer que l'intégrale — dz, prise le long de la frontière 


2ni [er G=-ir 
du demi-plan Imz=0, est égale N a somme des résidus de la fonction 
figurant sous le signe d’intégration dans ce demi-plan, et calculer sa valeur. 

Indication. Appliquer le théorème des résidus à l’intégrale prise sur le 
bord du demi-disque Imz-—0, |z|<R, ensuite passer à la limite pour 
Re. 


22.07. Montrer que l'intégrale _. ]= e-* dz, prise sur la frontière 


D 
de l’angle |arg z| <x/4, est égale à la somme des résidus de la fonction 
figurant sous le signe d’intégration dans cet angle, et calculer sa valeur. 

Indication. En estimant l'intégrale le long de l’arc de circonférence 
larg z| <x/4, |z| = R, utiliser le lemme de Jordan (voir le problème 5.37). 

22.08. Se convaincre que le théorème des résidus est applicable aux 
intégrales ci-dessous, prises le long de la frontière des domaines infinis 
indiqués entre parenthèses, et calculer ces intégrales : 


1. [2 & (D : Rez=0). 


ei .. x 7 
2. Il dz (» : E<imz<t). 
2D 
3. JsEe (D : -1<Rez<l). 
ME 


e-:* dz [D : T<argz<%). 


zt 
4. LE 1} 6 
D 


dr e e e 
d ALNVALiT : LE - EE 2 1= = " 
EE (D : x=y?, (z=x+iy)) (ici, Vz +1| o=1) 
22.09. Se convaincre que le théorème des résidus n’est pas applicable 
aux intégrales ci-dessous : 


1. ue -# dz (D :Imz>0) 


2. NE : Im z>0). 
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22.10. Soit D tout le plan complexe présentant une coupure suivant le 
demi-axe réel négatif, et désignons par Yz et Inz les branches positives 
pour z=-1 de ces fonctions dans le domaine D. Montrer que le théorème 


des résidus est applicable à l'intégrale Il Vzln z dz, et calculer cette intégrale. 
D 


1+ z° 


Indication. Examiner d’abord l’intégrale sur la frontière du domaine 
p<Izl<R, -7r<argz-<x 
(couronne munie d’une coupure), ensuite poser p—0 et R—. 


22.11. Se convaincre que le théorème des résidus est applicable aux 
intégrales ci-dessous et calculer ces intégrales : 


Vzinz 
ki G= dz (D: -rn-<argz-x) 


(ici, Yz=-0 pour z-0, et Inz>-0 pour z-1). 
z—1 : . z—1 
x; ds (D:z6{-1,1) ici JE à). 


3. [EE & (D : ze[-i, i) (ici, V1+z2-1 pour z-0, Re z>0). 
2D 


4. SE de (D : {z6€(-=, —-1] z€[1, +=)}) 
2D 


(ici, arcsin z|:….0=7). 
s. (VE -DE-D& (D : {z6[-2, -13 zeli, 2}}) 
oD 
(ici, Ÿ(2=1X22-4)|..0 = 2). 


In à Ne : 
6. Jar (D : {z6C}, C : Ix=}y", y=0}) (ici, Inzk…_1= -xi). 


x * x 


22.12. Soient /(z) et g(z) deux fonctions régulières dans la fermeture D 
d’un domaine fini D et supposons que la fonction f(z) possède dans le do- 
maine D les zéros a,, ..., a, (chaque zéro s'écrit tant de fois que son ordre 
l'indique), sans avoir d’autres zéros ni dans le domaine D ni sur sa frontière. 
Montrer que | 


FD 5. 2 
[e@ T2 de = ni D g(an) 


K=]l 


22.13. Supposons que la fonction /{z) du problème 22.12 ait encore dans 
le domaine D les zéros b,, ..., b, (chaque zéro s'écrit aussi tant de fois 
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que son ordre l'indique). Montrer que 
KO) 
Je 7) de = ni D ga) - 2ni 2 gba. 


22.14. Soit f{z) une fonction régulière dans la fermeture D d’un domaine 
fini D, et soient a,, ..., a, des points deux à deux distincts situés dans le 
domaine D. Notons 

P(z)=(z2-a,)...(z-a,) 


dè ee 
D(2)= - a [ro = (€ D). 


et 


Montrer que la fonction ®(z) —_. être prolongée analytiquement dans tout 
le plan et qu’elle représente un polynôme de degré 7-1 satisfaisant aux 


conditions 
P{as) = (ar) &=1, PRET n). 


(Le polynôme ®(z) est appelé polynôme d’interpolation de Lagrange.) 

22.15. Soit /(z) une fonction régulière dans la fermeture D d’un domaine 
D qui contient le segment [— 1, 1]. Montrer qu’une fonction ®(z), définie 
en dehors du domaine D par l'intégrale 


2e SE fro0 -p EE (eeD), 


se prolonge analytiquement x tout le plan et représente un polynôme 
de degré 2n- 1 satisfaisant aux conditions 


DEX+I1)= FU +1) (k=0, 1, ..., n-1). 
22.16. Supposons que les fonctions f{z), P(z) et ®(z) soient les mêmes 
qu’au problème 22.14. Notons D, le domaine de régularité de la fonction 


f(2) qui contient D (étant donné la régularité de f(z) dans D, un tel domaine 
existe) et posons 


R(z)= - nl ee 70 dè (ze D;, z€ D). 


Montrer que la fonction ae se prolonge analytiquement dans tout le do- 
maine D et qu'elle est égale à f(z) -®(:). 

22.17. Soit /(z) une fonction régulière pour |z| <R, et soit g(z) une fonc- 
tion définie pour |/z]<R Ca l'égalité 


_ f@ dt 
du Jeans (4128) 


Montrer que la fonction a. est régulière pour |z| <R aussi et trouver l’in- 


tégrale 
1-2 [e-0C-0DOÉ (21<R 
FI=R 
dans les cas où : Ë 


1. |a\<R, |b|<R. 2. jal<R, |bl=R. 3. |la\=R, |bl=R. 
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22.18. Soit donnée une fonction g(z) régulière pour |z| < R. Trouver la 
solution générale ” de l'équation 


fO 4 2 
D Jens — bXÇ — 2) =g(z) (Izi<R), 


régulière pour |z| … dans les cas où : 
1. |a\<R,Ib]<R. 2.]a|<R, |b| -R. 


22.19. Soient a, b, c des nombres deux à deux distincts situés dans le 
disque |z] <R. Quelles sont les conditions auxquelles doit satisfaire une 
fonction donnée g{(z) régulière pour z<R pour que l’équation 


1 fG-aX- 
a ] EX = SEL =8G) (z1<R) 


admette une solution /(z) régulière pour |z| <R ? Trouver cette solution si 
lcs conditions de résolubilité sont remplies. 
22.20. Trouver toutes les solutions _. de l'équation 


1 
ne Le = 1 ET! OS 
régulières pour |z| = 2. 

22.21. Trouver toutes les solutions f(z) de l'équation 


L flo: ae 


I] =2 


=Z  (Iz1<2), 


régulières pour |z| = 2. 


RÉPONSES 
2.01 
3xi 16 
I A 
V5 64 3 
22.02. 


. 
1.0. 20. 3. 2xi. 4 -—. 5. 2ricosi. 6. 4xi(cos 1- sin 1). 


7. —2ni. 8.2ni. 9. xicos1+2sin1). 10. TG 1) sin L. 11. O. 
12. 7 G- Den. 13. —IOni. 14.0. 15. n+1. 


22.04. 

1. 2xie-® si In(z+ 3)|..0 = 1n 3, et O si In(z+ 3) {20 = In 3+ 24xi, où k #0. 
2. - 2xi siin(z-2)|z=1= — xi, et 0 pour les autres branches. 

3. — 2ni cos 1 si in ztm_1= — %i, et O pour les autres branches. 

4. —4kn si In(1+z)|pmo= 24xi. 5. 4xi pour toutes les branches. 


1 
6. —x'i(2k+ 1) si arctgzl..= 7 (ee). 7. 0 pour toutes les branches. 
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8. —ni si V4z?+4z+3>0 pour z> 1, et xi si V4z?+ 4z+ 3<0 pour z>1. 
9.0siV3-zlm-1=2; —dni si V3-z|m_1= - 2. 
10.0 si Yzlm1=l, et —-4xie si Vzlomi= — 1. 


2.05. 
2 2ni 4 8i 
= LUE, D A San eee. 
a+). 2 © 0 Sn. 6 -— 
_. | 
7. —Qni. 8. ——. 9.—(b-aÿ. 10. 2ni. 11. —(a+b)V3+i). 
3V3 4 3 


12. — (a+). 13. zia{1-aXa-b}. 14. 2xi(a-b}b. 


15. 36-a[1-À) . 16. (anti pr+1), 
3 2x 


n+i 


2. ni. 3.2ni. 4.0 S. > 1+ 2. 


22.09. 


1. 1>0, tandis que la somme des résidus est égale à zéro. 2. Z= 0, tandis que La somme 
des résidus èst différente de zéro. 


2.10. =; 
y2 
2.11. 
1. eff 2. 2ni. 3. 2xi(V2-1). 


4. 2xiln(Y2-1). 5.0. 6. -2i. 


‘22.17. 

1. qu D fo)+ 2 = FO) -ft). 2: 1= 22? fe) - ft). 3. I= — f(2). 
a-b b-a a-b 

22.18. 


1. f=(z-aXz-b)g(z)+ez+texr 2. f=(z2-aXz-b)g(z)+ cz -—b). 
22.19. L'équation est résoluble si la condition (a—c)g(a) = (b-—c)g(b) est remplie 


et sa solution est de la forme 
(z= cg(z)- (a - (a) 


JO — D 
22.20. f(z)=2. 


22.21. f{(z)= 2/2. 
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$ 23. Principe de largument. Théorème de Rouché 


En résolvant les problèmes ci-dessous, considérer connu le théorème 
suivant : 

Soit f(z) une fonction régulière (à l'exception peut-être d’un nombre fini 
de pôles) dans la fermeture D d'un domaine borné D dont la frontière 9D 
comporte un nombre fini de courbes simples fermées lisses par morceaux. Si 
la fonction f(z) ne possède ni zéros ni pôles sur la frontière 9D, la formule 
ci-dessous est valable 


-_1 fo 
nf —h/ ae dz, (1) 
9 


où nf est le nombre de zéros de la fonction f(z) dans le domaine D, tandis que 
n; est le nombre de pôles de cette fonction dans le même domaine (compte 
tenu de leur multiplicité). 


23.01. Supposons que la frontière 9D d’un domaine D soit constituée 
par m courbes simples fermées lisses par morceaux C,, C,, ..., C,. Sous 
les hypothèses du théorème formulé plus haut, montrer que la formule (1) 
peut être mise sous la forme 


nt -n7=1 > [are ide 
J H 23 dei à os ” : 
k 


Ici, £ signifie la différentiation suivant la direction de la courbe au point 


d'intégration. 
23.02. Montrer que la formule (1) peut être mise sous la forme 


1 m 
n-nç=x 2 [Ein I léi. 
Ca 


Toi, 2 signifie la différentiation suivant la direction de la normale extérieure 


à la courbe au point d'intégration. 

Indication. Utiliser les conditions de Cauchy-Riemann pour les parties 
réelle et imaginaire de la fonction In /{(z). 

Soit : ‘ une courbe fermée continue arbitraire ne passant pas par le point 
z=0. Par le symbole var In z nous allons désigner la différence entre le 


C 
résultat du prolongement analytique de la fonction In z le long de la courbe 
C et l'élément initial de In z. 

23.03. Supposons que la frontière 9D d’un domaine borné D soit consti- 
tuée par les courbes fermées lisses par morceaux C,, ..., C,, et soit f{z) 
une fonction régulière dans le domaine D, sauf en un nombre fini de pôles, 
et continue jusqu’à sa frontière (à l’exception des mêmes pôles). Montrer 
que, si la fonction /(z) ne devient ni zéro ni infinie sur la frontière du domaine 
D, alors la formule ci-dessous a lieu (par /(C) on désigne l’image de la courbe 
C par l'application w=/f{z)) : 

m 


1 
nn =— >’ var In w. 
J 1 Di LC) 
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Cette formule peut être mise sous la forme 


—n7 = var arg w 
' ñÈ SC) e 
(principe de l'argument). 

23.04. Soit /(z) une fonction régulière dans le disque |z| = R, excepté les 
pôles a;, ..., a, (chaque pôle est écrit tant de fois que son ordre l’indique), 
et soient b,, ..., b, les Zéros de cette fonction (chaque zéro s'écrit tant de 
fois que son ordre l’indique). Démontrer la formule 

if LARet) dpmin IA) In + À'In 
27 - 2 lbx| 


art 


(formule de Jensen). 


Indication. Ecrire la formule du problème 23.02 pour le disque |z| <p 
et, après avoir effectué certaines transformations, intégrer par rapport à 0. 


* * * 


23.05. Soit f(z) une fonction régulière dans un domaine borné D, sauf 
en un nombre fini de pôles, et continue jusqu’à sa frontière (à l'exception 
des mêmes pôles). Montrer que, si la fonction Im /{z) ne s’annule pas sur 
la frontière du domaine D, 1e nombre de zéros de la fonction f(z) dans le 
domaine D est égal au nombre de ses pôles dans ce domaine. 

Indication. Appliquer le principe de l’argument (voir le problème 23.03) 
et remarquer que l’image de chaque composante de la frontière du domaine 
D se situe dans le demi-plan Im w 0 ou dans le demi-plan Im w=<0, où 
la fonction In w admet la séparation d’une branche régulière. 

23.06. Soit f(z) une fonction régulière dans un domaine borné D, sauf 
en un nombre fini de pôles, et continue jusqu’à sa frontière 9D (à l'exception 
des mêmes pôles). Notons 


M =max |/(z2)|. 
z€9D 


Montrer que, pour chaque valeur complexe de a satisfaisant à la condition 
lal > M, le nombre de Zéros de la fonction /(z)-a dans le domaine D est 
égal au nombre de pôles de cette fonction dans ce même domaine. 

23.07. Soient F(z) et /(z) deux fonctions régulières dans un domaine 
borné D, continues jusqu’à sa frontière 9D et satisfaisant à la condition 
[Â(2)1 <1F(2)1 (zE9D). Montrer que le nombre de zéros de la fonction 
F(2) +f(2) dans le domaine D est égal au nombre de zéros de la fonction 
F(z) dans le même domaine {théorème de Rouché). 

23.08. Soient /(z) et F(z) deux fonctions régulières dans un domaine 


borné D et continues jusqu’à sa frontière 9D sur laquelle la fonction Im ie £ 
ne s’annule pas. Montrer que le nombre de zéros de la fonction F(z) a. 
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le domaine D est le même que le nombre de zéros de la fonction F{(z) +/f(z) 
dans ce domaine. 

23.09. Trouver le nombre de racines des équations ci-dessous dans les 
domaines indiqués entre parenthèses : 


1. 2—-3z+1-0{(1z| <1). 2. 27t-5z2+2=0 (Iz|)<1). 

3. z2-524+72-2=MIz1<1) 4. z8-42%$+z—1=0 (1z1<1). 
5. z°—-12z2+2=0 (Iz| <2). 6. zt-9z+1—0 (1zj <2). 

7. z—-6z2+10=0 (1z] = 1). 8. zt+:#-4z+1—0 (1<)z| <2). 


23.10. Montrer que pour toute valeur complexe de a et pour un nombre 
entier n = 2, l'équation 1 +z2+az°=0 a au moins une racine dans le disque 
|z] <2. 

Indication. Outre le théorème ae Rouché, utiliser les formules de Viète 
(pour des valeurs de |a| assez grandes). 

23.11. Montrer que, pour À - 1, l'équation ze/-:= 1 admet dans le disque 
|zl<1 exactement une racine (réelle d’ailleurs). 

23.12. Montrer que, pour À = 1, l'équation z=2-e-: a dans le demi-plan 
Re z=0 exactement une racine (réelle d’ailleurs). 

23.13. Montrer que l’équation az*-z+b=e-z+2) n’admet pas de 
racine dans le demi-plan Re z=0 pour a>0, b=—2. 

23.14. Soit /{z) une fonction régulière dans le disque 1z| <1. Montrer 
qu’il existe un nombre p = 0 tel que, pour tous les w du disque |w]| <p, l’équa- 
tion z=w/(z) ait dans le disque |z] <1 exactement une racine. 

23.15. Soient /(z) une fonction régulière dans le disque |z| < 1 et f(0) = 0. 
Montrer qu’il existe un nombre p 0 tel que, pour tous les w de la couronne 
O<]w] <p, l'équation z7=w/{z) ait dans le disque |z/<1 exactement m 
racines distinctes. 

23.16. Montrer que l'équation z sin z=1 n’a que des racines réelles. 

Indication. Trouver le nombre de racines réelles de cette équation sur le 


segment | _ L + 5) TT, {r +) z | et le comparer avec le nombre de toutes les 


2 


racines de cette équation dans le disque |z| < L +3) 71. 
23.17. Montrer que l’équation tg z=z n’a que des racines réelles 


* * * 


23.18. Soit {f,(z)} une suite de fonctions régulières dans un domaine D 
qui converge uniformément dans ce domaine vers une fonction /{(z) non 
identiquement nulle. Notons D’ un domaine situé strictement à l’intérieur 
du domaine D et tel que la fonction /{z) n’ait pas de zéros sur sa frontiere 
Montrer que toutes les fonctions /,(z) à partir d’un certain numéro possèdent 
dans le domaine D’ autant de zéros que la fonction f(z). 

23.19. Soit /(z) une fonction entière représentant la limite d’une suite de 
polynômes {P,(z)} qui converge uniformément dans chaque partie finie du 
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plan. Montrer que, si tous les polynômes P,(z) ne possèdent que des zéros 
réels, alors la fonction /(z) et toutes ses dérivées n’ont aussi que des zéros 
réels. | 

23.20. Montrer que toutes les dérivées de la fonction e-*+#, où a est 
un nombre réel arbitraire, n’ont que des zéros réels. 


x * * 


23.21. Supposons que tous les zéros du polynôme P(z)=7+a,z7-1+ 
+...+a, Se situent dans le disque |z] <1. Notons 


Q(p) = Re P(e”), S(p) = Im P(e!), —æ<p< +. 


Montrer que : 


1. Tous les zéros des polynômes trigonométriques Q(œ) et S(œ) sont réels 
(dans l'intervalle [0, 2x] chacun de ces polynômes a exactement 2» zéros). 

2. A l’intérieur de chaque couple de zéros du polynôme Q(œ) on trouve 
exactement un zéro du polynôme S(p) et vice versa. 

Indication. Conformément au principe de l’argument, le nombre de zéros 


du polynôme P(z) dans le disque |z| < 1 est égal à var 2), 
O<p<2x Sp) 


23.22. Soient 0 <a, <a, <...-<a,. Montrer due la fonction 
F(z)=a+a cos z+...+a,cos nz 
n’a que des zéros réels. 


Indication. Voir les problèmes 2.29 et 23.21. 
23.23. Soit (x) une fonction continue et monotone dans l’intervalle 
O<=x<a. Montrer que la fonction 


F(z) = [ex cos xz dx 
0 


n’a que des zéros réels. 

Indication. Ecrire l’intégrale en tant que limite de la somme intégrale. 

23.24. La fonction de Bessel d’ordre n, n =0, 1, ..., est définie par l’éga- 
lité 

1 Z(e-2) & 
JG)=5 Ï e? ( ) 
[C]=1 

Montrer que la fonction J,(z) n’a que des zéros réels. 

23.25. Soient 


P(G)=7+a7-1+...+a,, 


Q(x)=ReP(x), S(x)=ImP(x), -=<x<. 


Montrer que toutes les racines du polynôme P(z) se situent dans le demi- 
plan Im z=-0 si, et seulement si, les conditions ci-dessous sont satisfaites: 

a) Les polynômes Q(x) et S(x) n’ont que des zéros réels simples 2,, 
...) A Et, ce.) Un-1 (numérotés en ordre croissant); 

b) A<pi<h<...<pUn_i<2n; 

c) S(x)<0, x>uh-1. 

23.26. Montrer que le polynôme :°+a,z +a, n’a des zéros que dans le 
demi-plan Im z 0 si, et seulement si, les conditions suivantes sont remplies : 


B1<0 aa Be + (É) <o 
| | CH 1-1 
ou 
a, = Re &, B,= 1m (a (k=1, 2). 
RÉPONSES 
23.09. 
1: °21 3. 4. 4.5. 5.1. 6.1. 7.6. 8.3 


$S 24. Points isolés de ramification 


Soit /(z) une fonction analytique dans la couronne 0<|z-a|-<r sans 
y être régulière (c’est-à-dire qu'elle n’est pas uniforme). Alors, le point 
z=a est appelé point isolé de ramification pour la fonction f{z). 

Si en chaque point de la couronne le nombre de différents éléments de 
la fonction /{z) est égal à n, le point = = a est appelé point de ramification 
d'ordre n pour la fonction f{z). Si en un point quelconque de la couronne le 
nombre de différents éléments de la fonction /(z) est infini, le point == a est 
appelé point de ramification logarithmique pour la fonction f(z) (ou point 
de ramification d'ordre in fini). 

24.01. Les fonctions ci-dessous sont des fonctions analytiques dans la 
couronne O</|z|-1. Etablir le caractère du point isolé de ramification 
z=0. 


1. Tr 2. Vin(+z), In(1+z)l..o=0. 3. In =—. 


3 n 

4. Vz+Vz S5.In(Yz+:) 6. me. 7. =". 8. Vins. 
3 = 
9. Ysinzz. 10. Ininz. ]11.In cts. 12. e- Vins. 


Remarque. La définition des différents types de points isolés de ramifi- 
cation donnée plus haut est aussi valable pour le cas, où la fonction /f(z) 
est analytique non dans la couronne 0O<|z-a|-<r, mais dans un domaine 
simplement connexe arbitraire privé du point z=a. 

24.02. Les fonctions ci-dessous sont des fonctions analytiques dans le 
plan fini présentant une coupure suivant le segment [—1, 1]. Etablir le 
caractère du point isolé de ramification = = =. 
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1. Yz(z2-1). 2. In(z+Yz-1). 


3. PE In +>0 pourz>1]. 4.Ininz. 


z-1 


5: Vin VÆ-1, Vz2-1-0 pour z>]I. 


6. EE is Vÿz*-1<0 pour z-]1. 


24.03. Soit z = a un point de ramification d'ordre fini pour deux fonctions 
(2) et g(z). Montrer que ce point est aussi un point de ramification d’ordre 
fini ou un point singulier isolé de caractère uniforme pour les fonctions 
Je) + 82) et (2)8 (=. 

24.04. Soit z = a un point de ramification d'ordre m pour une fonction 
(2) et un point de ramification d'ordre #7 pour une fonction g(z). Etablir 
l'ordre du point de ramification z =a pour les fonctions f{z) + g(z) et /{z)g(z2) 
en supposant que m et n sont premiers entre eux. 

24.05. Résoudre le problème précédent en supposant que m et n sont 
distincts sans être obligatoirement premiers entre eux. 


Si une fonction f(z) est analytique dans un domaine multiplement con- 
nexe contenant la couronne 0 <|z-a| <r, généralement parlant, la fonction 
(2) se décompose dans cette couronne en plusieurs branches. Pour chacune 
de ces branches, le point z= a est un point isolé de ramification ou un point 
singulier isolé de caractère uniforme. Les points singuliers de ces branches 
sont appelés points singuliers de la fonction f(z) situés au-dessus du point 
z=a. 


24.06. Les fonctions ci-après sont des fonctions analytiques dans tout 
le plan complexe privé d’un nombre fini de points. Etablir le nombre et le 
caractère des points singuliers situés au-dessus de ces points exceptionnels. 


E 
1. Vz(-z}] 2. arcigz. 3. in(z+VWz°+1). 4. (arcsin z°). 


3 S 
5. Varcsinz. 6. excwi. 7. Yzarctg =. 8. EE | 
sui —Zz 


24.07. Soit f(:) une fonction analytique dans la couronne r<|z| <R 
(désignons-la par D), et soit f.(z) un élément quelconque de cette fonction 
au point z=a. Désignons par le symbole {f.(z)},, l'élément obtenu à partir 
de l’élément f(z) par prolongement le long de la circonférence |z| = |a| 
parcourue m fois dans le sens inverse des aiguilles d’une montre. Montrer 
que, pour que la fonction /(z) soit une fonction n-forme dans la couronne 
D, il faut et il suffit que {/(z)}, “f.(z) pour m= 1,2, ...,n-—1, et {f{{(z)}, = 
= fa(z). 
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24.08. Soit z=a un point de ramification d'ordre # pour une fonction 
f{2). Montrer que l'expression f{a+£") représente n fonctions ayant £ =0 
comme point singulier isolé de caractère uniforme. 

24.09. Montrer que, si une fonction /(z) admet le point z=a comme 
point de ramification d’ordre n, alors elle peut être mise sous la forme 


fe =F(Vz=a), 


où la fonction F(w) admet le point w—0 comme point singulier isolé de 
caractère uniforme. 


* * *X 


Soit z=a un point de ramification d’ordre fini pour une fonction /(z). 
Si la limite 
lim /{(z) 


za 


existe (qu’elle soit finie ou infinie), lorsque le point z tend arbitrairement 
vers le point a, alors le point z=a est appelé point singulier algébrique de la 
fonction f(z). 


24.10. Soit /(z) une fonction régulière dans le disque |z-a|<r ayant 
au point z=a un zéro d'ordre m sans avoir d’autres zéros. Montrer que 


n 
l'expression Y/f(z) représente : 

a) si les nombres m et n sont premiers entre eux, une fonction analytique 
dans la couronne 0 <|z-a| <r ayant au point z= a un point de ramification 
algébrique d’ordre n ; 

b) si m est divisible par n, # fonctions distinctes régulières dans le disque 
Iz—al<r ; 

c) si les nombres m et n admettent comme plus grand commun diviseur 
le nombre p, 1-<p-=<n, p fonctions distinctes analytiques dans la couronne 
O<]z-a|<r ayant au point z=a un point de ramification algébrique 
d’ordre n/p. 

24.11. Montrer que les assertions a) et c) du problème 24.10 restent 
également en vigueur dans le cas où la fonction /(z) a au point z = a un pôle 
d’ordre mn sans avoir ni zéros, ni pôles aux autres points du disque |z—a| <r. 

24.12. Montrer qu’une fonction f(z) admettant au point z=a un point 
de ramification algébrique d'ordre n peut être mise sous la forme /{z) = 


C : 
= F(Yz-a), où F(w) est une fonction régulière au point w=0 ou y admet 
un pôle. 
24.13. Montrer qu’une fonction /(z) admettant au point z=a un point 
de ramification algébrique d’ordre n peut être mise sous la forme 


Je)= 282) +(-a)"g81(2)+(2- a) "82(2) +... + (2-0) gs 1(2), 
où g4(z) sont des fonctions régulières au point z= a ou y admettent des pôles. 
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24.14. Soit z=a un point singulier algébrique d’une fonction /(z). 
Montrer qu’il existe une couronne 0—<|z-a| <ô dans laquelle tous les 
éléments de la fonction /(z) ne s’annulent pas. 

24.15. Soit z=a un point singulier algébrique des fonctions f{z) et 
g(z). Montrer que pour les fonctions 


fo +80), fe, 


le point z=a ne peut être que : un point singulier algébrique, un pôle ou un 
point singulier éliminable. 

24.16. Soient == a un point singulier algébrique d’une fonction /{(z) et 
Lim /(z) = b, et soit w=b un point singulier algébrique d’une fonction F(w). 
z2-a 
Montrer que z=a est un point singulier algébrique de la fonction FT/(z)]. 

24.17. Soient z=a un point singulier algébrique d’une fonction /{(z) et 
lim f(z)=b, bz# >, et soient F(w) une fonction régulière au point w=b et 
z2-a 
F'(b) =0. Montrer que le point z=a est un point de ramification algébrique 
de même ordre pour les fonctions FT/(z)] et f{z) (si F'(b) =0, l’ordre du point 
de ramification pour la fonction F1[/{(z)] peut être moindre que pour la fonc- 
tion f(z) ; voir le problème 24.10). 

24.18. Soient z=a un point de ramification algébrique d’ordre 2 pour 
une fonction /(z) et lim /(z) = b, et soit w = b un point de ramification algébri- 


z-a 
que d’ordre 3 pour une fonction F(w). Quel peut être l’ordre du point de 
ramification z=a pour la fonction F[/f(z)] (indiquer toutes les possibilités 
existantes) ? 

24.19. Résoudre le problème précédent pour des ordres de ramification 
m et n arbitraires (respectivement pour les fonctions f{z) et F(w)). 

24.20. Montrer que, si le point z= a est un point de ramification logarith- 
mique pour une fonction f(z) et un point singulier algébrique pour la fonc- 
uon g(z) = e/%, alors la limite de g{z) pour z-a ne peut être égale qu’à 
zéro ou à l'infini. 

24.21. Soit /(z) une fonction analytique dans la couronne r<|z-a|<R. 
Montrer que l'expression f(a+e*) représente un ensemble fini ou infini de 
fonctions réguli res dans la bande Inr<Reë=<in R. 

24.22. Soic z=a un point isolé de ramification d’une fonction f{(z). 
Notons 

M(e) 1e If) 
z2—0|=0 
(pour trouver la borne supérieure, on prend les valeurs de tous les éléments 
de la fonction f(z) obtenus à partir d’un élément quelconque par prolonge- 
ment le long de la circonférence |z — a| = p parcourue n’importe quel nombre 
de fois). Montrer que, pour p—0, la fonction M(e) ne peut pas tendre vers 
zéro plus vite que toute puissance de 0. | 

Indication. Voir le problème 14.41. 

24.23. Montrer qu’une fonction f(z) non identiquement constante, 
analytique dans tout le plan élargi privé de deux points, satisfaisant à la 
condition |/(z)| = 1 pour n’importe quel de ses éléments, ne peut pas exister. 
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RÉPONSES 
24.01. 


. Point de ramification d'ordre 2. 
. Point de ramification d'ordre 2. 
. Point de ramification logarithmique. 
. Point de ramification d'ordre 6. 
Point de ramification logarithmique. 
Point de ramification logarithmique. 
Point de ramification logarithmique. 
. Point de ramification logarithmique. 
. Point de ramification d'ordre 3. 
10. Point de ramification logarithmique. 
11. Point de ramification logarithmique. 
12. Point de ramification logarithmique. 


24.02. 


1. Point de ramification d'ordre 2. 

2. Point de ramification logarithmique. 
3. Point de ramification d'ordre 3. 
4 
S 
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. Point de ramification logarithmique. 
. Point singulier éliminable. 
6. Point de ramification d'ordre 3. 


24.05. Plus petit commun multiple des nombres m et n. 


24.06. ; 

1.=:=0 ct z= 1 sont des points de ramification d'ordre 3 ; au-dessus du point == = 
il y a trois pôles d'ordre 1. 

2. z=iet z= —i sont des points de ramification logarithmiques. 

3. Au-dessus du point = = = il y a deux points de ramification logarithmiques (cor- 
respondant à deux branches de la racine) ; au-dessus des points z=i et z= —jil y a une 
infinité de points de ramification d'ordre 2. 

4. Au-dessus du point z= = il y a deux points de ramification logarithmiques : au- 
dessus des points z=1 ct z2= —]1 il y a une infinité de points de ramification d'ordre 2. 

5. Au-dessus du point 'z= + il y a deux points de ramification logarithmiques ; au- 
dessus des points z=1etz= —1 il y a une infinité de points de ramification d'ordre 2 ; 
au-dessus du point z= 0 il y a un point de ramification d'ordre 3 et une infinité de points 
de régularité. 

6. z=ietz= —i sont des points de ramification logarithmiques. 

7. z=ietz= —i sont des points de ramification logarithmiques ; au-dessus du point 
z=0il y a une infinité de points de ramification d'ordre 2 et deux points singuliers éli- 
minables. 

8. z= 1 est un point de ramification d'ordre 2 ; au-dessus du point z=0 il y a deux 
points singuliers éliminables. 

24.18. Point singulier de caractère uniforme, point de ramification d'ordre 2, 3 ou 6. 

24.19. La fonction F{f(z)) peut être uniforme ou bien elle peut avoir un point de 
ramification dont l'ordre est égal à l’un des diviseurs du nombre mn. 


$S 25. Points singuliers sur la frontière du domaine de régularité 


Soit /(z) une fonction régulière dans un domaine D borné par une courbe 
simple lisse par morceaux, et soit L une courbe située dans le domaine D, 
à l'exception de son extrémité & qui se trouve sur la frontière de ce domaine. 
Si la fonction f{z) ne peut pas être prolongée analytiquement au point à 
le long de la courbe Z, alors le point & est appelé point singulier de la fonction 


JG). 
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Remarque. On démontre aisément que, sous les hypothèses faites relative- 
ment au domaine D, la possibilité de prolonger analytiquement la fonction 
f{(2) au point £ ne dépend pas du choix de la courbe L (si, bien entendu, 
cette courbe ne quitte pas le domaine D). Pour cette raison, sous les hypothe- 
ses faites, la notion de point singulier ne dépend pas non plus de la courbe L 
(ce n’est pas ainsi dans le cas général d’un domaine arbitraire ; voir le 
problème 25.06). 


25.01. Soit f(z) une fonction régulière dans un domaine D borné par 
une courbe simple lisse par morceaux, et soit L une courbe contenue dans 
le domaine D, sauf son extrémité & qui se situe sur la frontière de ce domaine. 
Montrer que, si pour un certain k 


SN(G)->  (z-6, z€L), 


alors le point à est un point singulier de la fonction f(z). 

25.02. En utilisant le résultat du problème 25.01, montrer que toutes 
les branches régulières dans le domaine D des fonctions ci-dessous admettent 
le point comme point singulier (le point & et le domaine D sont indiqués 
entre parenthèses et suivent la formule qui donne la fonction) : 

1. Inz (=0, =>; D:Rez-0). 

2. arctgz (C=i, Ê=-i,; D : |z|<]1). 


n 


.Yz (-=0,C=+: D :Imz-0). 

.In(z+Vi+z) (C=i = -i ê=e: D :Rez>0). 
. arcsinz (G=1,8=-1,6-+; D :Imz>0). 

. Zinz (6-0, D:1z-1|<1). 
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25.03. Montrer que toutes les branches régulières dans le domaine D 
des fonctions ci-dessous admettent le point à l’infini comme point singulier 
(le domaine D est indiqué entre “eus - 

Ly— (D:imz-0). 2. (D:Rez-l). 


3 

V= 

1 
° z3inz 


(D : Imz=0). 


Indication. Etudier le point à =0 pour la fonction f{(1/ê). 

25.04. Montrer que la fonction e-(* :* admet la séparation des branches 
régulières dans le demi-plan Re z-0 et que chacune de ces branches a 
comme points singuliers les points z=0 et z= +. 

25.05. La fonction (1+iWz)-° a deux branches régulières dans le demi- 
plan supérieur. Montrer que le point z= = est un point singulier pour les 
deux branches, tandis que le point z= - 1 ne l’est que pour l’une d'elles. 

25.06. Soit f(z) une branche régulière de la fonction (1 +iVz)-? définie 
par la condition Vz -0 pour z-0. Montrer que, si l’on considère la fonction 
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f{2) en tant que fonction seulement dans le demi-plan supérieur, alors le 
point z= — 1 est pour elle un point singulier, tandis que si la fonction f(z) 
n’est considérée que dans le demi-plan inférieur, ce point n’est pas un point 
singulier. 


” 
25.07. Montrer que la fonction f(z) = —— dt est régulière dans le 
FE 


demi-plan Re z 0 et que le point z=0 est pour elle un point singulier. 
25.08. Soit œ(r) une fonction continue et positive pour 1 =0 satisfaisant 
à la condition 
-Milnt=<inq(t)=Mint (tz1). 


Montrer que la fonction f(z) - fpte-r dt est régulière dans le demi-plan 


(1) 
Re z>0 et que le point z=0 est pour elle un point singulier. 
25.09. Soit œ(r) une fonction continue pour 1-0 satisfaisant à la con- 
dition 
lp(t)—-e|<Me-*, 1=0 (0, — >» <x< ce), 


Montrer que la fonction /{z) = [tes dt peut être prolongée analytiquement 


[1 
dans le demi-plan Re z > —à privé du point z=ix en que cette fonction 
admet un pôle simple, la partie principale y étant égale à er 


25.10. Montrer que le prolongement analytique de chacune des fonctions 
ci-dessous n’admet dans tout le plan d’autres points singuliers que des pôles. 
Trouver tous les pôles de ces fonctions et les parties principales en ces pôles : 


| et . te-{z 
1. Ja x>0. 2. Jar dt a >0. 


cs EE 4. Be = 0 pv: 


+te”! aet+ Bel 
25.11. Soit y(t) une fonction connue et positive sur le segment [0, 1]. 
Montrer que la fonction f(z) = [ee dt, qui est régulière pour Im z-0 
(et même dans tout le plan présentant une coupure suivant le segment 


[0, 1]), admet des points singuliers pour z=0 et z=1. 
25.12. Soit y(r) une fonction régulière dans un certain domaine contenant 
1 


le segment [0, 1]. Montrer que la fonction f{z)= [E dt, qui est régulière 


(1) 
pour Im z>0, admet des points singuliers pour z=0 et z=1. 


230 


25.13. Supposons que lé rayon de convergence de la série fU)= Z'auz 
n=0 


soit égal à 1 et que tous les coefficients a, soient réels. Notons S,= ÿa. 
Montrer que, si S, — + » OU Si S, — — +, le point z= 1 est un point ne ie 
Indication. Utiliser l'identité f(z) = (1 -2)2S 
25.14. Montrer que, si l’on trouve au dons un pôle de /{(z) sur le péri- 


mètre du disque de convergence de la série f{(z) = Zar z", cette série diverge 
en tous les points de ce PERS næû 
25.15. Soit {c,}, n=0, 1, 2, ..., une suite satisfaisant à la condition 


le, + dette] 2, n=0, 1,2, ..., (R>1, —-=<g< =), 


Montrer que la fonction /{(z) = Sert peut être prolongée analytiquement 
n=0 


dans le disque |z| < R privé du point z=e" et qu’au point z=e!" la fonction 
f{2) a un pôle simple, la partie principale y étant A(z -e“)-1. 

25.16. Montrer que, si une fonction f(z) est régulière dans le disque 
|[z1<R, à l'exception d’un pôle simple situé au point Re“, où la partie 


alors 


principale est — ; ; 
f{) au DA CnZ” 
n=0 
où F 
[Ca + AR-1-le-ifn+1x] SR+E sn =0, | PO (e > 0). 

25.17. Démontrer le théorème suivant. Pour qu’une fonction /{(z) soit 
régulière dans le disque |z!<R, R=1, à l'exception des pôles situés aux 
points el, ..., el" respectivement d'ordres 5,, ..., 5,, il faut et il suffit 
que la suite {ce} des coefficients de sa série de Les au point z=0 satisfasse 
à la condition = 

mme, - ZemPan| E- 
où P,(n) est un certain polynôme de degré Sy. 

25.18. Supposons que la série f(z) = -Zan z" n’ait sur la frontière du disque 
de convergence Le un . point sheulier: à savoir le pôle z = z, d’ordre m. 


Montrer que a, = 2 fi + e(n)], où s(n) —0 pour n — =, 4 étant une constan- 


te différente de LS 
25.19. Montrer que, si sur la frontière du disque de convergence de la 


série entière /(z) = Dar" il n’y a qu’un seul point singulier z=7z,, qui est un 
0 


pôle pour /{(z), alors la limite ci-dessous existe : 
An 


= Zp- 
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25.20. Notons B(z)= Zn-°7 (Iz1<1). Montrer que, pour Rex>0, 
n=l 
légalité ci-dessous a lieu : 


a—1 
M à 3 Er tu (1z1 <1). 


Indication. Utiliser l’identité 


Ce 


J lent dt = (Rex>0, n>0). 


25.21. En s'appuyant sur le résultat du problème précédent, montrer 
que, pour Re «0, la fonction ® (z) peut être prolongée analytiquement 
dans tout le plan complexe présentant une coupure suivant la demi-droite 
(1, + 

25.22. Montrer que, pour tout «, la fonction ®,(z) peut être prolongée 
analvtiquement dans tout le plan complexe présentant une coupure suivant 
la demi-droite (1, + =). 


25.23. Notons y, (2) = Zn-*(in n)"z" (Iz1<1). Ici, « est un nombre 
nal 


complexe arbitraire, m étant un entier -positif. Montrer que la fonction 
Yz, m(z) peut être prolongée analytiquement dans tout le plan complexe 
présentant une coupure suivant la demi-droite (1, + =). 

Indication. Différentier par rapport à « l’identité donnée à l'indication 
du problème 25.20. 


Les problèmes de 25.24 à 25.28 s'appuient essentiellement sur le théorème 
suivant : 

La somme d’une série entière a au moins un point singulier sur la frontière 
du disque de convergence de cette série. 


25.24. Soit R, 0 < R = =, le rayon de convergence de la série f{z) = FAn. 
n=0 
Introduisons la notation : 


v(r, @)= lim | Ce? 


fN—— 


\'n 


, O<r<kR, 0O=<p-=<27. 


Montrer que : 
a) la fonction (r, o) est une fonction continue de r et y et satisfait à 
l'inégalité v(r, o) Ro dé ; 


b) max v(r, 


0O=p<27 


, 


c) siv(r, y) in , le point z = Re! est un point singulier de la fonction 
JU); 

d) si v(r, p)<— , le point z= Re!? n’est pas un point singulier de la 
fonction /(z). 
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25.25. Soient f(z) = Fer, lim |c,|""= 1, tousles coefficients c, étant non 
fn=0 fn 


négatifs. Montrer que le point z= 1 est un point singulier de la fonction /(z). 
25.26. Montrer que l’assertion du problème 25.25 reste vraie même 
pour des hypothèses plus faibles : 


Re c,=0 (n >"), lim (Re c,}"= 1. 


AN. 


25.27. Soient p et q certains entiers positifs et supposons que le rayon 
de convergence de la série f(z) = Z’c,z"P+3 est égal à 1. Montrer que : 
0 


a) la fonction f(z) a au moins p points singuliers sur la circonférence 
Iz1=1; 
b) si z=e* est un point singulier de la fonction /{(z), les points 


eu 
ste) k=1, 2, ..., p-1, 


sont également des points singuliers de cette fonction. 
25.28. Supposons que le rayon de convergence de la série f{z)= Z>'c,z" 
n=m0 


soit égal à 1 et soit c, = 0 lorsque n est divisible par p (ici, p est un entier 
positif). Montrer que : 

a) la fonction /(:) a au moins deux points singuliers sur la circonférence 
Izl = 1; 

b) si =, =e!" est un point singulier de la fonction f(z), parmi les points 


2kn 
oo ) k=1,2, ..., p-1, 


il y a encore au moins un point singulier de cette fonction. 
Indication. Utiliser l’identité ci-dessous qui est facile à vérifier : 


51 (25) =. 


25.29. Montrer que chaque point de la circonférence |z| = 1 est un point 
singulier pour les fonctions suivantes : 


1 fG)= 22. 2. f()= 57. 
; n=0 n=0 
25.30. Soient respectivement r et R les rayons de convergence des séries 


fe) = ans” et g(2)= Zhr 


Désignons par &;, «, ... les points singuliers de la fonction /(z) sur la 
circonférence |z|] =r, et par B,, B:, ... les points singuliers de la fonction 


g(2) sur la circonférence |z] = R. Montrer que, si la fonction F(z) = S'a,b,7" 
n=0 


admet des points singuliers sur la circonférence |z| =rR, ces points singuliers 
ne peuvent se situer qu'aux points de type z=a,p,. 
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Indication. Utiliser la formule 
1 z \ dt 
FG)=3 Ï (t)g FE) ei 
le 
(choisir p de façon que les séries pour /{r) et g . convergent sur la circon- 
férence || =e), ensuite déformer convenablement le contour à intégration. 
25.31. Soit R,0<R=< +, le rayon de convergence de la série f{z)= Z’c,z", 
n=0 


et soit /(z) une fonction qui a sur la circonférence |z| = R exactement un 
point singulier z= Ref. Montrer que, pour n'importe quel s, la fonction 


AG = Ze, admet sur la circonférence |z| = R le même point singulier 
næmi 


(sans y avoir d’autres points singuliers). 


RÉPONSES 
25.10. | 
= ñn 
1. Les pôles z= —- an, où n=0, 1, 2, ..., les parties principales y étant. 
-] 1 
2. Les pôles z2= — an, où n=0, 1, 2,  Hrneomdles nur D 
(z+ an) 
ue (— 1}n! 
3. Les pôles z= —n, où n=0, 1,2, ...,1les parties principales y étant —. 
(z+n)i+i 


1 
4. Les pôles z= —n, où n=0, 1, 2, ..., les parties principales y étant a. 
z 


$& 26. Fonctions inverses et implicites 


Les problèmes qui suivent impliquent l’utilisation du théorème de Rouché 
(voir le problème 23.07) et du théorème des résidus. 


26.01. Soit f(w) une fonction régulière dans le disque |w—w,| <r satis- 
faisant aux conditions 


f)z0, IWI<M  (Iw-wml=r). 
Montrer que, pour tout z contenu dans le disque |z- 2,1 <r/M, l'équation 


Ww — Wy=(z- 2)f(w) 


admet dans le disque |w—w,| =r exactement une solution w(z). 
26.02. Si les conditions du problème 26.01 sont vérifiées, montrer la 
validité de la formule 


0 1-20) 
W(z)= Mots Î = n-G- 2/00 Mo) dw. 


W—Ppl=/ 
0 


Indication. Calculer l'intégrale dans le second membre à l’aide du théorè- 
me des résidus. 
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26.03. Si les conditions du problème 26.01 sont vérifiées, montrer que 
w(2)= + Zoe 2)" 


où 


ac2m | (J'avoue 


0 
lw-vol=7 


26.04. Supposons vérifiées les conditions du problème 26.01, et soit 
en outre F(w) une fonction régulière dans le disque |w—w,| <=r. Montrer que 


F(W(2)) = F(#) + Zea(z 2", 
où 


= _ es {FM} WF} om 79 - 


26.05. Supposons vérifiées les conditions du problème 26.04. Montrer que 


Cr 


FE) LS, ç,_ 
: 1-(2-2)/"(wG)) PA Cal — 2)", 
où 
1 dn 
Ca nt an (FM (W)F} om 70° 
26.06. Soit w(z) la solution de l'équation w=ze”, solution régulière 
au point z=0. Montrer que 


1. wG)= 2% Im 2. Er = 1 +0 2 ED 2 Zn. 


26.07. Soient » un entier positif et w(z) la solution de l'équation w = ze”, 
solution régulière au point z=0. Montrer que 


w(z)= 2 Cr I 2m E, 


26.08. Soient « un nombre complexe arbitraire et w(z) une fonction 
régulière au point z=0 vérifiant l'équation w = 1 + zw* et la condition w{0) = 
= 1. En supposant que pour la fonction [w{(z)}° on a choisi au voisinage du 
point z =0 une branche régulière égale à 1 pour z=0, démontrer les formules 
suivantes : 

.wG)=1+2+ 2e 1). = te n+2) a, 
2a-1,9,Ga-1X3e-2) 5, 
2. Inw(z)=z+— DZ É —n  2 ve: 

26.09. Soient /{w) et g(w) deux fonctions régulières pour |w| =r et /(0)> 
#0. Montrer que, pour des valeurs assez petites de |z|, l'équation w = z/{(w) + 
+ z°g(w) admet exactement une solution w(z) dans le disque |w] =r, et que, 
pour des valeurs assez ue de |z|, cette solution est donnée par la formule 


_s 1—2f(w)- 28 (v) 
M DEF: 1COEE : C: M 


1e = 
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26.10. Soit w(z) la fonction définie dans le problème 26.09. Montrer 


que w()= Ze, z', où 
[n/2] 
Cn = 2 FC dwn- hn—-k=1 TF1 0) de 2Tg(w)}"} |w = 0 - 


26.11. Soient f,(w), ..., f.(w) des fonctions régulières dans le disque 
|[w] <r, et soit f,(0) #0. Montrer que, pour des valeurs assez petites de 1z|, 


neue w=2f(w)+ +27 (W) 


admet exactement une solution w(z) dans le disque |w]| <r, et que cette so- 
lution est donnée par la formule (les valeurs de |z| doivent toujours être 


assez petites) 
1-zf;(w)— ...-27f,(w) 
A, w—2f(w)-...-27/n{w) 
26.12. Soit /(w) une fonction régulière dans le disque 1w—w,| <r en y 
satisfaisant à l’inégalité O < FA f(w)1 = M. Montrer que, pour tous les z vérifiant 


la condition O0 <|z-2,| <T , l'équation (w — w,}" = (z- z,)f(w) admet exacte- 
ment m solutions dans le disque |[w— w,|l <r, et que toutes ces solutions sont 
m 


données par la formule z=o(Y z- z,), où œ(£) est une fonction régulière dans 
le disque [0] <rM-1/" et o'(0) 0. 
INICaUeR Montrer que eo étudiée est équivalente à l'équation 


W—W= Yz — Zof\(w), où f,(w) = V f{(w) (pour la racine, on choisit n'importe 
quelle branche régulière dans le disque |w-—w,]| =<r). 

26.13. Soient /,(w), f(w), - .., f.(w) des fonctions régulières dans le dis- 
que |w|=r, et soit /,(0) #0. Montrer que, pour tous les z vérifiant la con- 
dition O<}z|<p, où p 0 est assez petit, l'équation w”"=2f{(w) +... + 
+ z"f,(w) admet exactement m solutions dans le disque |w]| <r et que toutes 


w dw. 


w(z) = 


ces solutions sont données par la formule w =y(Vz), où æ(£) est une fonction 
régulière dans un certain voisinage du point & —0 et w'(0) x 0. 

26.14. Soit w(z) une fonction régulière dans un certain voisinage du point 
z=0 vérifiant les conditions w = ze” + æz2el”, w(0) = 0. 


Montrer que w(z) = > cz", où 
næil 
{2/2] k 
PA Ha [Gr — 2k)a + kb]r-*-1. 


26.15.{Soit w(z) une fonction analytique dans une certaine couronne 
0<]z-1|<p vérifiant les conditions 


Ca — 


(Ww°+3w+ 3Xw°+w+1) _ _ :. _. 
7 oui z, lim w(z)= - 1. 
Montrer que 


w(z)= -1+YI-z (i-226-15+2.18 17-2223 (7-1) +. de 
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26.16. Soit w(z) la solution régulière au point z=0 de l’équation w= 
— ze”. Montrer que, dans un certain voisinage du point z=0, le développe- 
ment suivant a lieu 


ent it) 


26.17. Soit w(z) une fonction admettant au point z= + un pôle d'ordre 


1 et vérifiant l’équation 
(w+1) = zw*. 


Montrer que, dans un certain voisinage du point z = =, les développements 
ci-dessous ont lieu : 


1 1 Co 3n(G3n-1)...(2n+1) 1 
ef 2 à) 
LL 1 = 3#(G3n-1)...(n+1) 1 
26.18. Soit F(z, w) une fonction régulière de z et w pour |z-z,|=r, 
Iw-w,1=R, c'est-à-dire 


F(z, w) => ZA kn(Z — 20) (w — wo)", 


et supposons que la fonction f(w)=F(z, w) n’admette dans le disque 
[w — w,| < R qu’un seul zéro au point w, (d'ordre 1). Montrer que, pour une 
valeur assez petite de |z- 2,1, l'équation F(z, w)=0 a exactement une solu- 
tion w(z) dans le disque |w — w,| < R et que cette solution est donnée par la 
formule (les valeurs de |z— z,| restant toujours assez petites) 


1 Fuzz, w) 
w(z = Si FG, ») w dw. 
Iw—wol=R 
26.19. Soit F(z, w) une fonction régulière de z et w pour 1Zz-2|=7r, 
|w—-w,|=<R, et supposons que la fonction f(w) = F(z, w) admette dans le 
disque |w— w,| <R un zéro d’ordre m au point w = w, sans y avoir d’autres 
zéros. Montrer que, si F(z: w) “0, alors, pour des z vérifiant la condition 
0O<]z- 21 <p, où le nombre p —0 est suffisamment petit, l'équation F(z, w) = 
= 0 admet dans le disque |w — w,| <= R exactement m solutions et que toutes 


ces solutions sont données par la formule w=(Vz- 2), où la fonction p(£) 
est régulière au point & =0 et p’(0) = 0. 


X X * 


Soity(z) une fonction réelle définie dans un domaine D du plan complexe, 
et soit À un nombre réel quelconque. L’ensemble E, constitué par les points 
du domaine D en lesquels la fonction y(z) prend la valeur À est appelé 
ensemble de niveau de la fonction y(z) correspondant à la valeur À. 
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La structure d’un ensemble de niveau d’une fonction continue arbitraire 
peut être très compliquée. La structure d’un ensemble de niveau du module 
ou de la partie réelle d’une fonction régullère dans le domaine D est beau- 
coup plus simple. Dans les problèmes qui suivent, on étudie précisément 
ces derniers ensembles. La résolution de la majeure partie de ces problèmes 
nécessite l’utilisation du théorème d'existence d’une fonction inverse for- 
mulé ci-dessous : 

Soit f(z) une fonction définie sur un ensemble E. On appellera fonction 
inverse de la fonction f(z) une fonction g(w) définie sur un ensemble E, si 
les valeurs de la fonction (w) en chaque point de l'ensemble E, appartien- 
nent à l’ensemble E et si, pour chaque point weE,, l'égalité f(p(w)) = w est 
vérifiée. | 

Si une fonction f{z) est régulière dans un certain voisinage d’un point 
z,“ = et Si f'(z) “0, il existe une fonction p(w) inverse de la fonction f(z) 
définie et régulière dans un certain voisinage d’un point w,=/f{z0). En outre, 
toutes les fonctions inverses de ce type coïncident dans un certain voisinage 
du point w, = f(20) si leurs valeurs au point w, coïncident. 


26.20. Soit C une courbe lisse simple contenue dans le domaine de ré- 
gularité d’une fonction f(z,) mais qui ne passe pas par les points où la fonc- 
tion f'(z) s’annule. Montrer que : 

1. Si la fonction Re f(z) reste constante sur la courbe C, la fonction 
Im f{z) varie monotonement lorsque le point z se déplace le long de la 
courbe C. 

2. Si la fonction |f(z)| reste constante sur la courbe C, la fonction arg f{(z) 
varie monotonement lorsque le point z se déplace le long de la courbe C. 

Indication. Utiliser les équations de Cauchy-Riemann. 

26.21. Soient /{z) une fonction régulière dans un certain voisinage d’un 
point z,=+ et f'(z)#0. Notons E, l’ensemble de niveau de la fonction 
Re /(z) correspondant à la valeur À = Re f{z.). Montrer que la partie de l’en- 
semble E située dans un voisinage assez petit du point z, coïncide avec 
l’ensemble de points d’une courbe lisse simple passant par le point z. 

26.22. Montrer que l’assertion du problème 26.21 reste vraie pour l’en- 
semble de niveau de la fonction |/f{(z)|. 


Pour abréger, nous allons identifier l’ensemble de niveau coïncidant 
avec l’ensemble des points d’une courbe lisse simple avec cette courbe. 


26.23. Soit /(z) une fonction régulière admettant une dérivée différente 
de zéro dans la fermeture D d’un domaine borné D. Montrer que l’ensemble 
de niveau de la fonction Re f{z) ou |f{z)| correspondant à une valeur fixée 
arbitrarre À est constitué par un nombre fini de courbes lisses simples (ces 
courbes peuvent dégénérer en points). 


Une courbe lisse C est appelée arc analytique ouvert si elle a au moins 
une équation de la forme z=z(t), a =<t =b, où z(r) est une fonction régulière 
admettant une dérivée différente de zéro dans un certain domaine contenant 
l'intervalle (a, b). 

Une courbe lisse fermée est appelée courbe analytique fermée si elle a 
au moins une équation de la forme z=z{t), a=t=b, où z(f) est une fonction 
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régulière dans une certaine bande —ô<Im 1<ô, y admet une dérivée difié- 
rente de zéro et est périodique de période b — a. 


26.24. Montrer que, si les conditions du problème 26.23 sont satisfaites, 
chacune des courbes appartenant à l’ensemble de niveau est non seulement 
une courbe lisse, mais aussi une courbe analytique. 

26.25. Soit f{z) une fonction régulière en un point z,# + dont la dérivée 
a au point z, un zéro d’ordre m— 1. Montrer que dans un voisinage assez 
petit du point z, l’ensemble de niveau de la fonction Re /{z) correspondant 
à la valeur 1 = Re /(z,) est constitué par le point z, lui-même et par 2 m arcs 
analytiques ouverts simples qui sortent de ce point. En outre, les angles 
ayant pour sommet ce point et compris entre chaque paire d’arcs voisins 
sont égaux entre eux. 

26.26. Montrer que l’assertion du problème 26.25 reste vraie également 
pour l’ensemble de niveau de la fonction |f{z)|. : 

26.27. Soit f{z) une fonction régulière dans la fermeture D d’un domaine 
D. Montrer que l’ensemble de niveau de la fonction Re f{z) ou |f{z)| corres- 
pondant à une valeur arbitraire À est constitué par un nombre fini de courbes 
analytiques fermées simples, d’arcs analytiques ouverts simples et de points. 
Les arcs analytiques ouverts simples ne peuvent être joints l’un à l’autre 
(par leurs extrémités) qu’aux points du domaine D, où la fonction f'(z) 
s’annule. 

26.28. Soit f{z) une fonction rationnelle. L'ensemble de niveau de la 
fonction Re /{z) correspondant à la valeur À 0 décompose le plan complexe 
en un nombre fini de domaines D,, ..., D,. Montrer les propriétés suivantes 
des domaines D, : 

1. Chaque point du plan est un point intérieur à l’un des domaines D, 
ou un point frontière d’un nombre pair de domaines pareils. 

2. Sur la frontière d’un domaine D, on trouve au moins un pôle de la 
fonction f(z). 

3. Si Re f(z)<0 (ze D,), chaque valeur de w vérifiant la condition Re w=< 
ZO0 est prise par la fonction /(z) dans le domaine D, exactement v,+ 1 fois, 
où ?, est le nombre de zéros de la fonction f”(z) dans le domaine D,. 

26.29. Soit /(z) une fonction régulière dans un domaine D, contenant 
z=+ comme point frontière, ct en tous les points frontières à distances 
finies de ce domaine. Montrer que, si Re f{z) = À sur la frontière du domaine 
D, la fonction /(z) prend, dans le domaine D, le même nombre de fois toutes 
les valeurs de w vérifiant la condition Re w À (ce nombre de fois peut être 
infini). 

26.30. Dire pour quelles valeurs de 1 l’ensemble de niveau de la fonction 
|z2— 1| correspondant à la valeur de À est constitué par une courbe lisse 
fermée simple. 

26.31. Soit P(z) un polynôme de degré n admettant exclusivement des 
zéros d'ordre 1. Notons a, ...,a,_1 les zéros de sa dérivée et À, les grandeurs 
ÀA:= |P(a;)l. Montrer que : 

1. Pour 0<1-<min À,, l’ensemble des points du plan complexe satis- 

k 


faisant à l'inégalité |P(z)| <A est constitué par 7 domaines deux à deux 
disjoints. 
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2. Pour À - max /,, l’ensemble des points du plan complexe satisfaisant 
k 


à l'inégalité |P(z)| <À représente un domaine fini simplement connexe. 

26.32. Tout en conservant les notations du problème précédent, suppo- 
sons que toutes les grandeurs À, soient distinctes et que À, <1,<...—<1,_1. 
Montrer que, pour À,<À1<4,,1, l’ensemble des points du plan complexe 
satisfaisant à l’inégalité | P(z)| <À est constitué par nr - m domaines simple- 
ment connexes deux à deux disjoints. 

26.33. Soit f(z) une fonction régulière dans la fermeture D d’un domaine 
borné simplement connexe D dont la frontière est constituée par l’ensemble 
de niveau de la fonction |f(z)|. Montrer que, si la fonction /{(z) n’est pas 
identiquement constante, alors le nombre de zéros de la fonction /(z) dans 
le domaine D est égal au nombre de zéros de la fonction f’(z) dans le domaine 
D plus 1. 

Indication. Soit z=z(t), 0O<t1<lI, l'équation paramétrique de la courbe 
frontière du domaine D. Dans cette équation, en qualité de paramètre # on 
prend la longueur de l'arc de cette courbe comptée à partir de l’un de ses 
points. Alors, f(z(t)) = Re‘l), où R est une constante. Montrer que Ü(t) 
est une fonction monotonément croissante, ensuite, exprimer (en s’appuyant 
sur le principe de l'argument) par la fonction 8(t) le nombre de zéros des 
fonctions f(z) et f'(z) dans le domaine D. 

26.34. Soit /(z) une fonction régulière dans la fermeture D d’un domaine 
borné m-connexe D dont la frontière est constituée par l’ensemble de niveau 
de la fonction |/{z)|. Montrer que, si la fonction /(z) n'est pas identiquement 
constante, alors elle a dans le domaine D au moins m Zéros. 

Indication. Voir l'indication concernant le problème précédent. 


X X x 


26.35. Soit w(:) une fonction régulière au point z =0 vérifiant l'équation 
w = ze". Trouver le rayon de convergence de la série de Taylor au point 
z=0 des fonctions suivantes : 


l l 1+ w(z) | 1 
* 2 w(z) : " 1-w(2)  1-2w(2) " 1+2w(2) ‘ 


Indication. Pour la fonction w(z), le rayon de convergence de la série 
peut être calculé d’après les coefficients de cette série (voir le problème 
26.06) ; pour les autres fonctions, il faut calculer la distance du point z=0 
au point singulier le plus proche de la fonction développable en série. 

26.36. Soit w(z) une fonction régulière au point z=0 vérifiant l'équation 
e“—-]1=z2e"", w(0)=0. Trouver le rayon de convergence de la série de 
Taylor au point z=0 pour les fonctions suivantes : 


1. w(z). 2e 3.1n - 4. VT+w). 


26.37. Soit P(w) un polynôme présentant au point w =0 un zéro d’ordre 
1, et soient a,, a, ..., a, les zéros de P’(w). Notons w(z) une fonction régu- 
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lière au point z=0 satisfaisant aux conditions P(w)=z, w(0)=0. Montrer 
que le rayon de convergence de la série de Taylor au point z=0 pour la 
fonction w(z) est égal à l’un des nombres |P(a,)|, k=1,2, ...,n 

26.38. Soient R(w) une fonction rationnelle admettant au point w=0 
un zéro d'ordre 1, et a, a, ..., a, les zéros de sa dérivée. Notons w(z) une 
fonctioh régulière au point z=0 vérifiant les conditions R(w)=z, w(0) = 0. 
Montrer que le rayon de convergence de la série de Taylor au point £=0 
pour la fonction w(z) est égal à l’un des nombres | R(a,)|, | R(a.)|, ..., 
LR(a,)|, |R(=)|. 

26.39. Montrer que l’assertion du problème 26.38 reste vraie également 
dans le cas où R(z) n’est pas une fonction rationnelle, mais une fonction qui, 
dans la partie finie du plan, n’a pas de points singuliers autres que les pôles. 
Mais, dans ce cas, le symbole R(-) désigne toutes les valeurs asymptotiques 
de la fonction R(z), c’est-à-dire les valeurs vers lesquelles cette fonction tend 
suivant une courbe quelconque allant à l'infini. 

26.40. Soit P(w) un polynôme dont le développement taylorien au point 
w =0 a des coefficients non négatifs, et soit P(0) -0. Notons w{(z) une fonc- 
tion vérifiant les conditions w=zP(w), w(0)=0. Montrer que le rayon de 
convergence de la série de Taylor au point z=0 pour la fonction w(z) est 


égal à F5 , Où À est la plus petite racine positive de l’équation P(4)=AP‘(1). 
26.41. Montrer que l’assertion du problème 26.40 reste vraie également 

dans le cas où P(w) n’est pas un polynôme mais une fonction qui, dans la 

partie finie du plan, n’a pas de points singuliers autres que les pôles. 


26.42. Soient f,(w), ..., f.(w) des fonctions jouissant des propriétés 
suivantes : 


a) elles sont régulières au point w=0 et tous les coefficients de leurs 
développements tayloriens sont non négatifs; 

b) fi(0) 0 ; 

c) dans la partie finie du plan, elles n’ont pas de points singuliers autres 
que les pôles. 


Notons w(z) une fonction régulière au point z=0 vérifiant les conditions 
w=2f(w)+...+27%f,(w), w(0)=0. Montrer que le rayon de convergence 
de la série de Taylor au point z=0 pour la fonction w(z) est égal à la plus 
petite valeur de À, dans les couples de nombres positifs (4,, u4) vérifiant le 
système d’équations 


u=Af(u)+ +2), 1=Af)+ … + (ui). 


26.43. Trouver le rayon de convergence de la série de Taylor au point 


z =0 pour les fonctions w(z) régulières au point z=0 et vérifiant les condi- 
tions : 


. W—-6w2+9w=z, w(0)=0. 2. we-"-% =z. 
.w=Z(w+1)w+3}, w(0)=0. 

. W(Ww+2)=2z(w+1X{w+3), w(0)=0. 

. w=2e"+2e%,  w(0)=0. 


.w=z(1+w)+3 2414), w(0)=0. 
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26.44. Montrer que le rayon de convergence de la série de Taylor au 
point z=0, pour une fonction w(z) vérifiant les conditions 


w=l+zw, Ww(0)=(w(0)} =1 («>1), 
est égal à «-* (x—-1} "1 


X X x 
26.45. Soit P(z) un polynôme. Montrer que sur la frontière du domaine 
de convergence de la série f{z)= Z’c,(P(z))" on trouve soit un point singulier 
1 


de la fonction /{z), soit un point en lequel la fonction P‘(z) s’annule. 
26.46. Montrer que la série 


1(2 \,1/f2 }, 15 [2 \*, 135 [2 y, 
2|1+2] "2.4 = 2.4.6 = 2-4-6-8 = 


converge uniformément sur tout l’axe réel et trouver sa somme. 


—, nf=1 
26.47. Montrer que Ia série 2 a e-" converge uniformément 
n= . 


pour zz=0 et trouver sa somme. 
26.48. Montrer que la série z DENT z'e-? converge uniformément 
pour 0<z<+ et trouver sa somme. 


* *X * 


26.49. Soit w(z) une fonction régulière au point z=0 vérifiant l’équation 
w=2e". Montrer que : 
1. La fonction w(z) est régulière dans le disque |z| <1/e et le point 
= ]/e est un point singulier de cette fonction. 
2. La fonction w(z) peut être prolongée analytiquement le long de 
n'importe quel chemin qui ne passe pas par les points z= 1/e, z=0 et z= 
3. Le prolongement analytique de la fonction w(z) dans la couronne 


2-2 <- aboutit à une fonction analytique dans cette couronne admettant 


au point z=]1/e un point isolé de ramification d’ordre 2. 
26.50. Soit w(z) une fonction régulière au point z=0 vérifiant les con- 
ditions 
e“—1l=2e%, w(0)=0 (a>1). 
Montrer que : 
1. La fonction w(z) est régulière dans le disque |z|< 


(a—1)2-1 
aa 


ED « le 


point z= est un point singulier de cette fonction. 


2. La fonction w(z) peut être prolongée analytiquement le long de 
n'importe quel chemin qui ne passe pas par les points z=0, z=, z= 


OI ea (k=0, +1, +2, ...). 
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3. Le prolongement analytique de la fonction w(z) dans la couronne 
| <p aboutit à une fonction analytique dans cette couronne 


En un point isolé de ramification d’ordre 2. 


ayant au point z= 
26.51. Soit F{z, w) un polynôme en,z et w vérifiant les conditions 
F(0, 0)=0, F,,(0, 0) #0. Notons w(z) une fonction régulière au point z=0 
vérifiant les conditions F(z, w(z))=0, w(0)=0. Montrer que la fonction w(z) 
peut être prolongée analytiquement le long de n’importe quel chemin qui 
ne passe pas par les points z,, Z, ..., z, vérifiant le système d'équations 
F(c, w)=0, F,{z, w)=0 
(après l’éllmination de w entre ces équations). 
26.52. Soit w(z) une fonction régulière au point z= 1 vérifiant les con- 


ditions w°—2wz+2z*=0, w(1)=1. Montrer que la fonction w(z) peut être 
prolongée analytiquement dans la couronne 0<|z-1|<1 et dire quel est 


8 
le caractère du point isolé de ramification 2=7 Y2 pour la fonction analy- 
tique obtenue. 


RÉPONSES 

26.35. 

1. 2e. 2.1Je. 3.1/2Ve. 4. 1/e. 
26.36. 

1.1/4 2.1/4 3.(e-1)/et. 4. 1/4. 
26.43. 


1 
1. 4 2. l/e?. 3. 4/135. 4.1. S. De 6. 2/5. 
26.46. z pour -1=z=1 ; 1/z pour z< — 1 et pour z>1. 
26.47. 1 pour 0=z=<1l/e ; pour z> 1/e, la somme est égale à la fonction &(z) mverse 


de la fonction z= ad (0<u(z)< 1). 


u—] 


1 
26.48. 1 pour O=z=1/e?; pour a ,» la somme est égale à la fonction «{(z) inverse 
ln u 
de la foncti SA O<u<1). 
ec la fonction z ai! u<1) 


26.52. Point isolé de ramification d'ordre 2. 
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CHAPITRE V 
APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES RÉSIDUS 


$ 27. Développement des fonctions méromorphes en séries 
de fractions simples et en produits infinis 


Une fonction est appelée méromorphe dans un domaine D si, dans ce 
domaine, elle n’a pas de points singuliers, sauf les pôles. Pour abréger, une 
fonction méromorphe dans tout le plan fini est appelée fonction méromorphe. 


27.01. Soit /(z) une fonction méromorphe dont les pôles sont a,, a, ..., 
les parties principales correspondant à ces pôles étant respectivement 
g(z ; ai), g(z ; a), -... Supposons qu’un domaine fini G soit borné par 
une courbe simple fermée lisse par morceaux C qui ne passe pas par les 
pôles de la fonction /(z). Montrer que, dans le domaine G, la fonction /(z) 
peut être mise sous la forme 


Je) =f@) + ZE; a), 
ax 
où la fonction /,(z) est régulière dans le domaine G et est égale à 
| 
fo=75 [4 Geo) 
C 


27.02. Soit /(z) une fonction méromorphe dont les pôles sont a,, a, ..., 
les parties principales correspondant à ces pôles étant respectivement 
g(z ; a), g(z ; &), ... . Supposons qu’il existe une suite de domaines finis 
D, bornés par des courbes simples lisses par morceaux C, jouissant des 
propriétés suivantes : 

1. Quel que soit le nombre R 0, les domaines D, contiennent le disque 
Iz1<R, pour n -n,(R). 

ldz| 


. 2. Pour n—+, on s} | (2) m1 Montrer que 


J(G)- Z'eG; m)-0 (nr), 
ax € Da 


la tendance vers la limite étant uniforme par rapport à z en n’importe quelle 
partie bornée du plan. 

27.03. Soit /(z) une fonction méromorphe dont les pôles sont a,, &, ..., 
les parties principales correspondant à ces pôles étant respectivement 
g(z ; a,), g(z ; a) ... . Désignons par G(0., 0, -..) le plan des z privé des 
disques |z-a,.|-<0,, k=1, 2, .... Supposons que les rayons p,, 02, ... 
peuvent être choisis tels que : 

1. Les disques |z2-a,|<0s, k=1, 2, ..., n’aient pas de points deux à 
deux communs. 
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2. Pour tous les z€G(ep,, 02, ---), l'inégalité 
IfG)I <e(1z1), 


où e(t) 0 pour 1 + + =, soit satisfaite. 


Montrer que 
JG) - 2 g(z; a)-0 (R-+), 
[al<R 


la tendance vers la limite étant uniforme par rapport à z en chaque partie 
bornée du plan. 

Indication. Utiliser le résultat du problème 27.02. Comme domaine D} 
prendre une partie du domaine G(0,, 0, ...) située dans le disque 1z] <R 
et complétée par les disques 1Z2-4a,|=0,, |axi <R. 

27.04. Démontrer la formule 


a ctgz Yz _1 + D 2 
Yz z 1-" 
et se convaincre que la série figurant au second membre converge unifor- 
mément en chaque partie bornée du plan. 


Nota. La série Zu dont les termes peuvent devenir infinis sera appelée 
convergente Si, QUE tout HE on peut citer un N tel que, pour tous les. 
n>Netm=0, l'inégalité | F4 u,| <e soit valable. D’une façon analogue, on 
définit la convergence uniforme des je de ce type. 


27.05. Montrer que ctgz= + 2 x ee . 
27.06. Démontrer les tosnulés s autes = 


1 af 1, 1, 5 _2G-0) 
1. + [ tt 20e: 


1 ES 
D : 
Vrsinnfs 22 7m 


° SNA née Z-N 
cos Yz 
” pr &t22(- Ms RS nz- cs) 
1 L m1} 2 
S. SEE “art D'or rm 
27.07. Montrer que 
1 _1 se) 1} (2n+ 1) 


cos 7 Vz. À 2 ECS 


Indication. Utiliser le résultat du problème 27.02 en prenant comme 
domaines D, les disques |z| <n°. Lors de l'estimation de l'intégrale le long 
de C,, utiliser le lemme de Jordan (voir les problèmes 5.37 et 5.39). 
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27.08. Démontrer les formules suivantes : 
1 c 1 En a 1 


L. sinz ne (2-2) 2. RS 1 É 
z+-—-n 
1 =, (-1IMtix 
3. —— = 4, tgz= — 
ee Sa4(n-) ° Pr n-= |" 
5 et—etz = 2z 
fe 


ex 1 © 2z-Cos 27 na — ren sin 2zna 
6. Rs ar O<a<li. 


27.09. Soit F(z) une fonction entière satisfaisant à l’inégalité 
[F(x+iy)| <Mebl, -r<a<x 
pour tous les x et y réels. Montrer me 


snzxz PA z=n 


C1 en 


z— => 


et 


AÆF(z) 
mn 2. 


27.10. Montrer que 
snaz 2 <(-1)}nsinna 
Cm tré Am 74 
ch az 2z cos na 
É Ben tr 2 C JET Dh 
el(m+an-x) 


IT 
3. : = Ps N<A<H. 
SID ZZ næm—e… z—n 


n  (- y 22 — 1) 


=0, -7z<a<r. 


Sn x an) 


RC pa Le G=nÿ ? O<a<r. 


27.11. Démontrer les formules Luivautes : 
da+5}2- 1] 1 11 © 2z 28z | 

: ren vlet4)2+ À (artéen + métis PURE 
1 

—(a-71Xz-a+7n) 


2. ctg(z- -a)+ctga=z ; x , Snax0. 


sin a 2a — 
3 Ssz-cse a. AG? in 070. 
4 cos a < a 24 


* sina-sinz 2 G-scrnerere hs ; cos ax 0. 
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27.12. Soit /(z) une fonction méromorphe dont les pôles sont a,, &, ... 
et les zéros 4, b,, ... (chaque zéro et chaque pôle écrits tant de fois que leur 
ordre l’indique), et supposons que le point z=0 n’est n1 zéro ni pôle de la 
fonction /{z). Supposons en outre que 

f'E) _ < | & À 


10 n=lz—Dn 2e 


et que ces deux séries convergent uniformément en chaque partie bornée 
du plan. Montrer que 


IT 
= — 
I 


et que les deux produits ci-dessus convergent aussi uniformément en chaque 
partie bornée du plan. 


Nota. Le produit Il u, dont les facteurs peuvent s’annuler sera appelé 
Kmi 

convergent si, pour tout € 0, ca peut citer un N tel que, pour tous les 

n>N et m=0, l'inégalité |1- “I u,| <e soit valable. D’une façon analogue, 


on définit la convergence uniforme des-produits de ce type. 
27.13. Démontrer les formules suivantes : 


1. inz=zl(1- À). 2. sh raz] (1+ 5). 


3. cos FAR) 


5. et—e=(a-b}ze se [14 @= CN E 


6. eee [14 (52)]. 


L Fa 
7. ch z-cos z 2145). 


8. cos 7z- COS xa = 5 @-2) 1 [1 -)] if: -(£2)]. 


9. coszz=n(27+ 1) Ne Cr a] 


næl 
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10, 2e 77 (1 =) 


1-— cos a nel Can+a})° 
: Ë zx+ 24-27) z(x+ 2a-—z) 
11. sin(z— a)+ sin am [+51 27 ( BD) 
___ Zz-24) 
sim(z-a) Tr 7(Cn+1}-at 
12. sna-sinz LA ___2@+20) b 
r2n+ 1} - a 
1 - 
24 +22 | .) 
13. e*+eZz-1=26e3 I l+0—1ÿ 
z È _ 7 et: 
14. e2hz—e25b2— 26e (+). 


27.14. En utilisant la formule ctg z =] + montrer que 


2z 
nel 22-77 ? 
cz Zarnti (Izl<n), 
où 


a, = — 2n-2{n+1) S'E2ln +1), 
kml 


27.15. Trouver les coefficients du développement en série de Laurent 
suivant les puissances de z dans la couronne kx <|z| <(k+ 1}x, k=1, 2, .. 
de la fonction ctg z. 

27.16. Supposons que toutes les conditions du problème 27.03 soient 
satisfaites, sauf la condition 2 qui est remplacée par 

2%. IA2)1=IzIPeIz1) . (2€ G(e,, 0» ---)), 
où p est un entier positif, tandis que la fonction e(t) tend toujours vers zéro 
pour {—+ +=, Supposons en outre que le point z=0 ne soit pas un pôle de 
la fonction /{z). Montrer que 


1 1 
fo- 2, (et: a)- Z'ÉetQ: a)}- ZE (R--), 


a tendance vers la limite étant uniforme en chaque partie bornée du plan. 
Indication. Appliquer le résultat du problème 27.03 à la fonction z-”(2). 
27.17. Montrer que 


] =. AC 7 Li —2In 
TG = eC2z IT ( + z) e-iln, 
où C'est la constante d’Euler définie par l'égalité 


3 
Indication. Montrer d’abord que 


cran ( +434 ve +2-in n) ; 


TG) =lim f-3{1-5J'dr (Re 2-0) 


ensuite, en intégrant par parties, calculer l'intégrale se trouvant sous le 
signe de limite. 

27.18. A l’aide du résultat du problème 27.17, démontrer les formules 
suivantes : 


TG) _d net ol. À 

1. To -&æml@=C E 2(—+ 1). 
d' o À 

2: Ale 2x. 

RÉPONSES 

27.15. 


dgz= D'anmti (km<|zl<(k+1)x), 
où 
Am= — 2x7m-i > s7im-3  (mx0), 
Smk+1 


Am= 27 -m-2 > sim-2 (m<0). 
s=1 


S 28. Les plus simples types d’intégrales impropres: 
La possibilité la plus simple de calculer l'intégrale 


fo & (1) 


au moyen du théorème des résidus se présente si le comportement de la 
fonction f{z) dans le demi-plan Im z0 (ou dans le demi-plan Im z<0) 
permet de considérer l'intégrale (1) comme une intégrale de f{z) sur la 
frontière de ce demi-plan. 


28.01. Soit /{z) une fonction régulière dans le demi-plan Im z-0, sauf 
aux pôles a,, ..., a, et continue jusqu’à la frontière de ce demi-plan (sauf 
aux mêmes pôles que ci-dessus). Montrer que, si la fonction /(z) vérifie la 
condition #{(z)= 0 = pour z-+ dans le demi-plan Imz=0, la formule 
ci-dessous est valable : 


12° 


[ 9 dx = Qi > Res f{z). 


Indication. Appliquer le théorème des résidus au demi-disque Im z-0, 
|z1<R, ensuite, passer à la limite pour R- =. 

28.02. Quels changements subira la formule du problème 28.01 si la 
condition Im z -0 est remplacée par Im z<0? 
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28.03. Calculer les intégrales suivantes : 


x?- x+2 
I. lé me: 2. LES ) ion +5 
+1 Cat 1 
4. Jrdr 5. Jane 
dx 
T. A. 8. lé SY ” 


xs dx . dx 
10. fera: a >. 11. LL . 


a>0, b>0. 


x* dx 
12. Jo” 
F___ dx 
13. ler, a>0, b=0. 


dx 


3. Ve 


6. EE 


9. EE a>0. 


a >(. 


14. mr a >0, B>0, n = 1, 2, … 


15. Joe: 


a>0, b>0, n=1, 2, ... 


28.04. Soit f{z) une fonction régulière dans le demi-plan Im z-0, sauf 
aux pôles a,, ..., a, et continue jusqu’à la frontière de ce demi-plan, sauf 
aux mêmes pôles que ci-dessus. Montrer que, si, pour z=+, Imzæ0, la 
fonction /(z) vérifie la condition /{z) = o(1), la formule ci-dessous est valable: 


[fox di = 2ni 3 Ÿ Res f{z}er. 


Km] 2=Gx 


Indication. Voir l'indication concernant le problème 28.01. Lors de 
l'estimation de l'intégrale le 1ong de la demi-circonférence Im z-0, |z| =R, 
on peut utiliser le lemme de Jordan (voir le problème 5.37). 


28.05. Calculer les intégrales suivantes : 


— l)ex C ex dx 
1. JE 3 2x. 2. Eee 
(x—3)<x GED à 
4. Le GT 10 5 =2:+5 
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+ fé 


6. E— ex dx 
+ 8x3+ 16° 


Fe JÈEE Vz+ilbeonett 8. EE CFA 


x?+1 
1+ ie O+i 
et 
9. [ 51% t>0. 10. | Z Fr a >0, O<t<] 
1+(e CT 


les 


et | : : 
11. EE de: a)t=0: b)r<0; c)1=0. 
te 


O+te 
gets 


12. | GG: o<—2, 0O<t<]. 
O—( 


le 


dé Jess on 
U+e t+— 
z sin zt z Cos zf 
14 | pd, t>0. 15. | Ed, 1>0. 
— {= 


28.06. Supposons satisfaites les conditions du problème 28.04. Supposons 
en outre que la fonction f{z) soit réelle pour les valeurs réelles de z. Démontrer 
les formules ci-dessous : 


Il f(x) cos x dx = — 27 Im ÿ Res f{z}e“, 
m] 2-02 


f f(x) sin x dx =27 Re > Res /{z)e'. 
Kkæ1iz=a» 


28.07. Calculer les intégrales suivantes : 


(+) sin 2. SE 


1. RESF Ars 4 dx. 


(x+ Sx) sin x (2x+13x) …. 
3. [és dx. 4. DRE cn x de 


(x— 1) cos 2x X Sin x 
5. fume 4x+5 dx. 6. [se 


X COS X COS x 
7. ESS = 10 8. ET a>0. 
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x sin x x sin x 
9. | Æ dx,a>0. 10. ] dx, a>0. 


x3+ (G'+a1) 


1. [EE , 4-0, Reb-0. 
0 


12. | dx a>0 Re b=>0. 
xs Fe d 
A + D} 


13. |-ST_ x, Rea=0. 
J +6 


14 cos x dx 


: JF)? Re a=0, Re b=>0. 


COS ax 
15. Hi a >. 
0 


Soit f(x) une fonction continue sur le segment [a, b], sauf au point c 
d 


intérieur à ce segment, et supposons que l'intégrale [ f(x) dx diverge. On 


appelle intégrale de f(x) le long du segment {a, b] au sens de détermination 
principale la limite 


bd 
V.P. Ï f(x) dx = . f(x) dx 


(si cette limite existe et si elle est finie), où Z, désigne le segment [a, b] duquel 
on a enlevé le voisinage (c—-0, c+o) du point c. 

Pour définir l'intégrale, au sens de la détermination principale, d’une 
fonction f(x) présentant plusieurs discontinuités sur le segment [a, b], il 
faut décomposer le segment (a, b] en la somme de plusieurs segments dont 
chacun ne contient qu’un seul point de discontinuité. 

28.08. Soit R(z) une fonction rationnelle ayant les pôles a,, a, ...,a, 
dans le demi-plan supérieur, et les pôles b,, b,, ..., b, sur l’axe réel, sans 
avoir d’autres pôles pour Im z2-0. Montrer que, si la fonction R(z) satis- 


fait à la condition R(z) = O F pour r — >, la formule ci-dessous est valable : 


V.D J KR(x)e® dx = 2ni À Res R(z)e“ +xi ÿ ee R(z}e' 


m1 ==û0x kæml/= 


(à condition que l'intégrale figurant au premier membre existe). 
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Indication. Appliquer le théorème des résidus à l’intégrale de la fonction 
R(z}e“ le 1ong de la frontière du domaine 


Im z>0, IZI<R, |z — b,| > Qu» --.) [Z— bnl > Om» 


ensuite passer à la limite pour R—+, 0,0. Généralement parlant, les li- 
mites des intégrales le long des petites circonférences seront différentes de 
Zéro. 


Remarque. Le résultat du problème 28.08 peut être utilisé pour calculer 
les intégrales convergentes. Ainsi, par exemple, le procédé le plus simple 


permettant de calculer l'intégrale [ 2 dx consiste dans l’utilisatron de 


ce résultat. 
En effet, 


sin x ex 
JE dx = 1m (vo. [E dx) : 
28.09. Calculer les intégrales suivantes : 


dx 
1. A Perret a >0, — æ <E< ©, 


js 


v.p. [= dr; a) «>0; b) x <0. 


3. JE à; a) «>0; b) a<0. 
0 


. V.P. = dx; a) x>0; b) x =<0. 


à 


1 — cos ax sin x|” 
5. [TE à, x>0. 6. sx) dx, n=2, 3. 4. 
0 


S— | 
nn, 


«| 


dx, a>0, b=0. 


[ES 
| x? 
0 


sin ax 


: : +55 a>0, Re b=—0. 


O0 


x*—b? sin ax 
à : HE —— dx, a >0, Re b 0. 


\©O 
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10. Ja és a=0, Reb=>0. 


11. ES Rea>0. 


12. fe. a) ImE-0; b) Im£=<0. 


28.10. Soit 


R()= - 2442 2 
où Im a, 0 et Im b, <0. Calculer les intégrales : 


1. LRO: a) ImË>0; b) ImE<0; c) Imë=0. 


2. Face de À, a)Ilmë>0; b)Imé<0; c) Imé=0. 


£ ; 
3. Frost 9 x, N>0, -=<E<e. 


sin RS —€) 
4. rose enr dx, N>Ù, -=<b<n. 
28.11. Soit & un nombre complexe arbitraire. Calculer les intégrales 


suivantes : 
o+l= 


1. [ he SI à, 


oi 
O+le 


2. [ sn je en 


O—ie 
o+ie 


3, f ch az— her-e| 


O—i— 
O+i= 


4. .} Er —æ<g<e, D<t<]1. 


, —<J<e, a>0. 


er 


sh(z-0 | d 
D: fe a) # 2j >|. 


C—i= 
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o+i- 


6. | (RE) ot 


CN 


CEE 


7. | (STE, o<0, t>1 


G— le 
O+l 


chz- cherche, Shr-shl dr 
8. J ; EC 7? o > 0. 


© - ion 


* * * 


Le calcul de l'intégrale | /{p) dp. où f{:) est une fonction périodique de 


z de période 2x, se ramène au calcul d’une intégrale de contour par deux 
méthodes. 


28.12. Soient R(E, n) une fonction rationnelle et R(cosw, sin) une 
fonction qui n’a pas de pôles sur l’axe réel. Montrer que 


dz 
° 


[ RGos @, Sin y) d = f[r( ; 2 


a jal= 


28.13. Soit /(z) une fonction périodique de période 2x et méromorphe 
dans le demi-plan Im z> -7, 7-0. Supposons que la fonction /{z) n’ait 
pas de pôles sur la frontière du demi-plan Im z-0, |Re z| <x, tandis que 
dans l’intérieur de ce demi-plan elle n’ait des pôles qu’aux points a,, ..., a. 
Montrer que, si la fonction /{(z) vérifie la condition f(z)- 4 # = pour Im z-— 
— ++, alors la formule ci-dessous est valable 


Î Ke) de = 27 A + 2ni p Res f(z). 


12=023 


Indication. Appliquer le théorème des résidus à la fonction f{z) dans le 
rectangle |Re z| <x, 0<Im z=<R, ensuite, passer à la limite pour R-— +=. 
Avoir en vue qu’en vertu de la périodicité de la fonction /{z), les intégrales 
prises sur les côtés verticales du rectangle se détruisent mutuellement. 

28.14. Supposons satisfaites toutes les conditions du problème 28.13 
et admettons, en outre, que la fonction f(z) ait encore les pôles b,, ...,b, 
situés dans l'intervalle (—zx, x). Démontrer la formule ci-dessous : 


V.P. Je dp = 2x A +2ri À Res AE) 2 Re Res f{) 


1:=03 
(en supposant que l'intégrale existe). 
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28.15. Calculer les intégrales suivantes : 


dp 
L. Éc 2. 13+12sing 3. joies 
cost p : 
4. fé 5. Jets @ 10) de a >0. 


6. feras, a >0. 


sin?  d | Tue 2e Fe 
7. Jr nor e a)a>l; b) -l<a<l; c)a=l. 
de . | En ue à : D. 
8. | rino a) al; b) -1-a-<1 (détermination principale). 
CR Ai 2 | sr. : ur 
9. jet 1=csne a) O<a<l; b) a-1l (détermination principale). 


10. EE Rd »risast 


11. Jar sd _j<a<i, n=0, 1, 2, . 


12. Té sms ar SP , —l<a<l,n=1, 2, ... 


C (14 2 cos g}" _ 
13. 734000 0572 dP. n=0, 152 25 


14. È== =] el dp, O<a<—, n=], 2, 3, 


sin g—sin a 


28.16. Soit /(z) une fonction satisfaisant à toutes les conditions du problè- 
me 28.13, excepté /(z) - À pour Im z-+. Montrer que la fonction /{-— iln z) 
a au point z=0 un point singulier isolé de caractère uniforme et que 


frordp=an À Res f(z) + 27 Res CPE IG 


x *X * 
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28.17. Soit f(z) une fonction méromorphe périodique de période iw, 
œæ 0. Supposons que la fonction f{z) n’ait pas de pôles sur l’axe réel, tandis 
que dans l’intérieur de la bande 0 <Im z-<o elle n’en ait qu’aux points 
&y, --., d,. Montrer que, si la fonction (2) satisfait à la condition 


f{z)=0(e PRIX Re z+ +), p>0, 


alors la formule ci-dessous est valable : 


[7 &- - 2 2 Res e=f(z) (IRe | <p). 


Indication. Appliquer le théorème des résidus à l’intégrale de la fonction 
e=f(z) sur la frontière de la bande 0 < Im z <w. Exprimer l’une par l’autre les 
intégrales prises le long des côtés de la bande. 

28.18. Supposons satisfaites toutes les conditions du problème 28.17 
avec la seule différence que la fonction /(z) peut encore avoir des pôles aux 
points b,, ..., b, sur l’axe ie Démontrer la formule suivante: 


Es. 


V.P. frba--2 = 2 Res/GX* 
za z=02 
(en supposant que l'intégrale existe). 
28.19. Calculer les intégrales suivantes : 
ex dx 
1. TI’ O<Reax=<l. 2. EE O<Rex=<2. 


3. +. dx, [Im al <1. dx, a>0, [Imaæl<1. 
0 


4. LES 


5. vrJ ré 0<Rea<2. 


[== 


7. fase [Im œ| <1. 


X * EM 


Les intégrales du type | f(x)x*- dx peuvent être ramenées aux intégrales 


0 
du type examiné plus haut en effectuant le remplacement x=e. Quand 
même, elles peuvent être ramenées directement aux intégrales de contours. 
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28.20. Soit R(z) une fonction rationnelle qui n’a pas de pôles pour z-0 
et qui vérifie la condition 


R(z)=O(zrP) (z-+0), R(z)= O(z79) (z— =), 


où p et g sont des entiers (p <q). 
1. Démontrer la formule 


[Ro 1dx = Ti D Res R(2)7-1 (p<a< 0). 
0 


Ici, on prend la somme des résidus par rapport à tous les pôles de la fonction 
R(2) différents du point z=0, et, pour le point z*-1, dans le plan des z muni 
d’une coupure suivant la demi-droite (0, + -) on choisit la détermination 
ee-1Xhn{il+iarz) O <arg z<27. 

2. Démontrer la formule 


[REX = rs D'Res RH -2)-Hp<Re a<g). 
0 


Ici, on prend toujours la somme des résidus par rapport à tous les pôles de 
la fonction R(z) différents de zéro, et, pour (—z}°-1, on choisit la détermi- 
nation 

ea-1Xin|:|+4 arg(—2)), —n<arg ( … 2) CT. 


Indication. Appliquer le théorème des résidus à l'intégrale de la fonction 
R(2)Z-1 ou R(zX-z}°-! prise le long de 1a frontière du plan des z muni d’une 
coupure suivant le demi-axe réel positif. 

28.21. Soit R(z) une fonction rationnelle satisfaisant aux conditions 


R(z)=0(z-PXz-0), R()= O(z72)z —+ >). 
Notons a,, ..., a ses pôles situés en dehors de la demi-droite [0, + +] et 


b,, -.., Dh Ceux qui se trouvent justement sur cette demi-droite. 
En supposant que l'intégrale existe, démontrer la formule 


p. (RO 
2] x 


2-1) 7 ctgra 2 Res {R(:)z° 71}. 
m1 Z2æ=0s 


Ici, 
p<Rex<g; (-zÿ-1=et-Dnkl+iam(-2), Jarg(—z)| <x, et z-1=er-Dinz 
28.22. Calculer les intégrales suivantes: 


OR à (LE 3 (__& 
Jen ? J er [or 
0 0 


4. v.p. Sr. fe HO dx, DE D dr. 


258 


7. Je = +a)? O<x<]; a) 0; b) a<0 (détermination princi- 
0 


pale). 


x*dx . 
8. fers: —]l<a<]; a>0. 


x—1dx 


9. frs: 0O<Reax=<3. 


xt dx 


10. ln O<Rex=n, n=1l; 2; 


11. J ekbxdr 
x2+ 2x cos À+ 1 ? 


à #2 


13. FE r dx, D Rec 2: 


—]<Ima-<l, -17<1-<x. 


dx, O<Rea<. 


2 ° 


14. fat a a>0. 15. feed a «0 


X LS * 


d 
2 
Les intégrales du type [= f(x) dx se ramènent aussi aux intégrales 


a — 
examinées plus haut en effectuant le remplacement sé et on peut 


également les réduire directement aux intégrales de contours. 


28.23. Soit R(z) une fonction rationnelle qui n’a pas de pôles pour 
a<z=<b et qui vérifie les conditions 


R(2)=O((z-a)-P) (za); R(2)=0O((z-b}) (z-b), 
où p et g sont des entiers (p <q). 


1. Démontrer la formule 
d 


[ET rod Res R(:) | 


z-a\ 
=) d 
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où p < Re x <q, tandis que la somme des résidus est prise par rapport à tous 
les pôles de la fonction R() y compris le point z= , excepté les points z=4a 


et z=b. Pour (=) on prend la détermination 


Du — z-a 
- , 0 < Im In D < 2x. 
2. Démontrer la formule 
d 
(ER =] 
= 


où p < Re « <q et la somme des résidus est toujours prise par rapport à tous 


les pôles mentionnés de la fonction R(z). Pour (= 
mination 


2e) on prend la déter- 


z— F 


<T. 


Indication. Appliquer le théorème des résidus à l'intégrale de la fonction 
ra—1 
(+ 5 £) R(z) le long de 1a frontière du plan muni d’une coupure suivant 
le segment de droite [a, b]. 
28.24. Soit R(z) une fonction rationnelle qui a, pour a=<z<b, des pôles 
aux points b,, ..., b, et qui, pour le reste, satisfait aux conditions du 
problème 28.23. En supposant que l'intégrale existe, démontrer la formule 


sf aa 
Ra ZRrsRO(E 5 -æctgna À Res R(:) E= ms r 


où p < Re x <p. La première somme des résidus est prise par rapport à tous 
les pôles de la fonction R(z) situés en dehors du segment [a, b], et, en cal- 


a\”! 
culant les résidus qui y figurent, on prend la branche de la fonctio (= 7 


correspondant aux déterminations -x-<arg x. Dans la seconde 


somme, arg ;—=0. 
28.25. CE les Fe . suivantes: 


2 1 
1. [EE2&. 2 2 FEES DO=D 1 3. | x 7 
0 0 


x+2 


G3+1} 


1 1 
+ [Ré 5 CT c. = dx. 
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1 4 
ÿ DE fe [Sa 
(2- »1 x(1 — A 0 0 


TS | dx 
10. JE x. 11. J RE 
=1 à 2-xX1+x} 


1 2 
8 
8 
2. [ESS 1. [ro-ÿa. 
—1 1) 


14 à 15 i - 
J= V3x-x-2 xVG=-DG-5 DC 
1 


16 (EE 7, (EE 
5 NES TES Jen 


1 


18. Ja _ x}-«dx, -1<Rea<2. 


a) al; b) -1-a<l. 


x1-e(1 - x} 
19. ee AT dx, -1<Rea<2. 


Hodie. 
20. fes à —]1<Reax<2. 


* * * 


Il y a deux méthodes de calcul des intégrales du type | fx)x-1 In x dx. 
0 
La première consiste dans l’application du théorème des résidus à l’intégrale 
de la fonction /{z)z°-11n z ou /{zX-z}°-!In(—2z) le long de la frontière 
du plan muni d’une coupure suivant la demi-droite (0, + +). Les intégrales 
obtenues sont exprimées par l'intégrale cherchée et par l'intégrale Il fx)x-1dx 
9 
dont la formule a été déjà obtenue (voir le problème 28.20). La seconde 


méthode inclut la différentiation de la dernière intégrale par rapport au 
paramètre «. Les deux méthodes sont également applicables aux intégrales 


Î 109 (22) in (=) à, [ JE de. 
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28.26. Soit R(z) une fonction rationnelle qui n’a pas de pôles pour z 0, 
et admettons que l’intégrale 


= [RGX-1nxdx (#0, +1, +2, ...) 
0 
D Démontrer la formule 


L="— 5 Res R(W-2)-1In(-7)- STE 3 Res R(2X- 2) "1, 


sin? 


sin 7x 


où la somme des résidus est prise par rapport à tous les pôles de la fonction 
R(z) situés en dehors de la demi-droite [0, + =], et 


—r<arg(-z)<x. 


28.27. Soit R(z) une fonction rationnelle qui n’a pas de pôles pour 
a<z<b. Trouver, pour l'intégrale 


I, = ro(E a In — dx («x0, +1, ...), 


une formule analogue à la formule du problème 28.26 en supposant que 
l'intégrale Z, converge. 

28.28. Trouver les changements subis par les formules des problèmes 
28.26 et 28.27 dans le cas où la fonction R(z) a un pôle au point z=c, où 
respectivement O<c<+ et a<c<b, tandis que l'intégrale est prise au sens 
de détermination principale. 

28.29. Calculer les intégrales suivantes: 


1. |. ne dx. 2. a : 
(x+1)Yx Yx(x + 1° 
0 0 


+ 1 
* In x dx x 
. | ——. . [Yx(i-x)in —— dx 
. Er, : J DD 


1 


5. in 1+X 1+x dx xei 
1x 3 s faré 
RE va- ES 


XSiNX y In x 
7: RS ge dx. 8. Fr DE 


0 


9. [ESS dr. 10. [ASE dx 
0 


sh x sh? x 
9 


1 
11. xx SE Ce _—— 
0 


dx, a>0. 12. Le dx, a>-0, O<Rex<l. 
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In x x 
13. EE dx, Re a=0. 14. fn À. Re a=0. 
0 


15. [= dx, Rea>0. 16. (cr je 
0 


x?+ a1 : ch x 
(4) 
RÉPONSES 
28.02. 
La somme des résidus du second membre va changer de signe. 
28.03. 
1. gl. 2. Sn/12. 3.0. 4.nV2 5. 4x/3. 6.7/4. 7. 3x/8. 8.0. 
z/16a, 
—. zx 7(2b+ a) 
10. ———. 11.0. 12. —a-3/2b-6/2, 13, ———, 4.0, 
16a 3°" 2ab {a+ EP 
15. a IE z.21-n 1:3"...-Qn—3) 
b (n—-1)! 
28.05. 
27 2 
1. aie-1+l 2. —-— sin]. 3.0. 4.iesl-10, 5. x(1—i)e-3-6, 6. = ; 
e 


ati 
7. x(1+ ie-1. 8. = (sin 1 cos 1). 9. 2nisint. 10.0. 11. a) (+1. 


zti Jti 
b) ZU-tx. ©) 3° 12. —i(t- 1}. 13. ri(e-l-e-2), 14. xchr. 


15. (1 - ijet. 
28.07. 


1. ze-%xos2. 2. A Ca) 3. Z C-t+e-?. 4. xe-°+e-s). 
1 
S. re-“cos 4-sin 4). 6. ze-°cos Fos 1). 
1 . z T 
7. ze-3 | — cos 1 — sin ” . 8. —e-a 9. — era, 
3 2a 2 
T P14 
10. — ea 11. —e-@. 12. — ob, 
4° 2 , mor 


æ(a?+ 3a+ 3 -a ed 
13. mad. 14. dE (=: | 
—&) 


16a5 2Éb°-&) D 
15. = [2 sin == sin 5-1] Pa CE : 
3 2 2 3 
28.09. 
ee 2. a) b) 3. 2) b) -= 
——. ; 7 ; 7 =. _— 
a + | + ’ 2 2 
4 a)7a: b) Pie ee 
» — 1€. ER rs » His 
2 FD Mer Bet 4 
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# ra at 
— ob, erreur je. it 2 . 
9. z + 10 Ts Pre e- 206) 


za a 
11. fn-e+S-e-<) . 12.8) xl; bd) —xi. 


204 
28.10. 
Loos à as ie Suis at je 
km1 € — Dk KmiË-u mé KmË-ax 
1 Age“ n Age! 
2. : : - Zi : 
Dan fero- À EE) D mi 
n {Lea 
9) ui (> ÆR(E) - Pal 
1 ê— ak 
3. xR(E)- #2, —- ali a 2 vd etN(E-—ta), 
k 
4. MS A8 neo _ 1 — euiN(E-ba) 
RTE [1-e ] MÈTS ri —e ]. 
28.11. 
1. xish£. Zani 3. -nia 4.0. 
5 : Pie Le SP # | L e-! 
| DST 4° G- (+6 
mi (2 1 
ue 2 _ _p-1 
rs st cht-t Le _ |: 
7. 0. 8. C2 A+ 140) 
28.15 
1. 2%. Re +. 2x (V2-7) 5. ni 


2x x a 
8. a) 5 b)0. 9.a)—(1-YI1-a); t)—-. 
Ya-1 a a 
10 sr 11. 2x 
1-0 DS 27 
1YXatk+1 
12. O0 pour n=2k et 2x C De pour n=2k+1 
13 =) 14. x21-n(— ij, 
: 3 4 : I ( 
28.19. 
22xV L 
=. 2 23, RE ARR AS 
sin 7@ 3 sin na 3 . na 


7 SiD aœ Ed na 
. —— CtE —. ; _ £ 
Dada 03 Ace? 
7 aa EL 1 | 
7. — th — 8. — [1 - — 
2 2 2 | ch za 
28.22. 
—i x 
1. 2. x 3. —— 2-43, 4.0 
2 ÿ3 


x | gran 


S. À 
2 ch = 4ch = 
2 2 
ra za 1 
7. à) — s  b)zra-cctgra. 8. (2-1) —. 
sin 7 sin za 
9. - (1—22+ 3-1). 
2 sin xx 
1 
10. 1 ———— . 
Sin 7% nt "7 ‘&= 1)'(a-&)! 
z sh 3x 
11. re Ro) ere 12. —— . 
shræa sin sin 37a 
— l)Q2a- 1 
jte) rie 
sin 27& 2 2 


15. za dh ra. 


28.25. 
1. m4 VI5). 2. Li Va). 3. LE 
4. a(Y2-1). Sn. =—— 6. Ke 7. n22/33-1/2. 


ER 16 
17 «4 
8. 3z-2-19/4, 9. x V2 F-- V2) ni 


2x {7 3? 2x x 7 
10. (5-5) . 11 —., 12 + (- 1+ cos + sin FH]. 
FF 7 


AE 10 10 
nee 14. 37.2-8/2. 15. 7-22/83-10, 
25 2 
SE — 
5 
b1 4 
16. 22/2312,  ]7. a) -—7—: bo. 
ai 
1- 1- 
1. 09, » ps =). 
Sin 74 in xœ 
br ‘° 4 PL 4° à 
20. — (-1+00 sine). 
sin xx 2 2 
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28.27. 


Ar fu (ES (Eee (97) 


La somme des résidus est prise par rapport à tous les pôles de la fonction R(z) (y compris 
le point z= =) excepté les pôles possibles pour z = a et z= b, tandis que 


Ia = 


O<Im 


28.28. Aux seconds membres des formules on ajoute les termes 


ctg zx-Res (R(z):% In 2) — — Res (R(2)). 
‘2=e Siné 74 == 0 
28.29. 
1 7 27? 7 
1. 0 2.2 [-—) LE 4.0. 5 -—. 6 LE 
V3 4 3 4 
sb = 
2 Emi 
7. — + 8. 7°. 9. 1 10. rene 
+ es PL 4 
4 ch° — 
2 
za —1 ed 
11. — (na-xctgra). 12. 7ræ-1 (asie) 
sin 7a sin? 74 


‘An a) 1 a \° xl 
13. 2 . 14. 73 in =). : . 5. n (arr © =). 


16. 


$S 29. Types plus compliqués d’intégrales impropres 


La principale difficulté qui surgit lors du calcul des intégrales détermi- 
nées au moyen de l'intégration de contour consiste dans le fait que, dans 
beaucoup de cas, on est obligé d’effectuer l’intégration (le long du contour) 
de toute une autre fonction que celle dont on prend l'intégrale déterminée. 


29.01. Soit R(z) une fonction rationnelle ayant des pôles aux points 


Œisoe) Ans Ct soit | | R(x)Idx = <, Montrer que 
0 


[Rd = _ s Res R(z)in z 


K=]l =:=08 
0 


(pour In z, on prend n’importe quelle branche régulière dans le plan muni 
d’une coupure suivant le demi-axe réel positif). 
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29.02. Soit C une courbe simple lisse par morceaux allant du point z=û 
au point z=+, et soit R(z) une fonction rationnelle ayant des pôles aux 


points 4, ..., @, et satisfaisant à la condition | |R(z)I Idz| < =. Montrer que 
C 


[RO& = - > Res R(z)In (z-ê) 
C 


sml z2=0@ 


(pour In(z—6), on prend n’importe quelle branche régulière dans le plan 
muni d’une coupure suivant la courbe C). 
29.03. Soit R(z) une fonction rationnelle ayant des pôles aux points 


dj, --., @ et Satisfaisant à la condition [RCI dx < +, Notons 
[1] 


In= | R@ In" x dx, m=0, 1, 2, … 
0 


Montrer que les intégrales Z, sont liées par la relation de récurrence ci- 
dessous 


m— °n 

2 CG}, = — S'Res R(z) In” z (1) 
m0 S$=]1 2=0G, 

(ici, In z=In |z| +i arg z, O<arg z<2x). 

29.04. En conservant les notations du problème 29.03, trouver les for- 
mules pour les intégrales J, et Z,. 

29.05. Supposons que la fonction R(z) du problème 29.03 ait un pôle 
au point z = b, b 0, et que les intégrales Z,, soient conçues au sens de déter- 
mination principale. Quels changements subira dans ce cas la relation de 
récurrence ? 

29.06. Soit R(z) une fonction rationnelle n’ayant pas de pôles pour z -0 
et pour z= — 1, et soient a,,..., a, les pôles de cette fonction diflérents de 
z=0. En supposant que l'intégrale converge, montrer que 


ce RGdx 
In, x+ 7° 
0 


R(z) 
in z-— ti 


=> Res 


£m]l Z2=4 


— R(-1) 


(ici, In z=1n |z| +i arg z, 0 <arg z<2x). 
29.07. Soit f(z) une fonction rationnelle de e* n’ayant pas de pôles sur 
l’axe réel, et soient a,, ..., a, les pôles de cette fonction situés dans la bande 


O<Imz<27. Supposons que Ît f(x)|dx <= et notons 


= [xYCodx. 
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Démontrer les formules suivantes : 
1. PA ChQniÿ"-*1],= — S'Res z"f(z), m=l, 2, … 
sel 2=0Q 


2. NES s {1@)(-F+xir) | 
= Res! JO (-5+rir +5) . 


Sml:=-& 

29.08. Soit f(z) une fonction rationnelle de e* n’ayant pas de pôles sur 
l’axe réel ni au point z=xi, et soient a,, ..., a, les pôles de cette fonction 
situés dans la bande 0<Im z-<2x. En supposant que l'intégrale converge, 
montrer que 


f(x)dx SG, fG) £Z 1 
+ Cm+ D 2mtl > Res | 2 rx) , 


où m=0, 1, 2, ..… 

29.09. Soit C une courbe simple lisse par morceaux allant du point z=û 
au point z=£", et soit R(z) une fonction rationnelle ayant des pôles aux 
points G,,---,@n à nee finies eten a de la courbe . Montrer que 


Î R(z)dz= 
C 


(pour In = , On prend n’importe quelle branche régulière dans le plan 


complexe élarg muni d’une coupure suivant la courbe C). 

29.10. Supposons que la courbe C et la fonction R(z) soient les mêmes 
qu’au problème 29.09. Choisissons pour In mn _ n'importe quelle branche 
régulière dans le plan complexe élargit muni ‘d’une coupure suivant la 
courbe C, et considérons comme déterminations de la fonction In = : 


pour z€C, les déterminations limites de la branche choisie lorsqu’on s’app- 
roche de la courbe C du côté gauche (par rapport à l'orientation de la 
courbe). Notons 

= [RE [in £ 


ne (dé — me, 1, 2, 
( =] +(2m+ 1}7 


<|"a&, me0, 1, 2, … 


et 


ag 


Démontrer les formules suivantes : 


É D CHGRI) HU, = - S'Res f@) [ln e=J}-R Res s | JO[nE =) 


C 


Sml 0 
fe) D Res (HE 1 
2. I*= Res = + œ'Res DA - 
—Z 
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29.11. Calculer les ee suivantes: 


1. LE 1n x dx In x dx 
(x 1x à J+2x+2" 2 Œ+D | 
In x dx . péine 
4. J G+FDG+D : Es +7 À Je © 


7. [a 8 (2) # 9 Jar # 
Ë 
10. J(2)'æ 11 [Æ dr 12 [= 
13. ÊÈE 14 f =) 15 Êr 
16. fui de 17. CEE 18. ( ne | 


pe dx dx x dx 
DD [ 1 [ ee 
Jeres ( D) + 0 | )+* 


ln x dx 
Se J Fax cotes 470, 0<A<x. 


26. EE Rea=0. 21. Jess. scans 
28. a] &x, D on 
29. v.p. lb. a>(. 

a>0. 


dx 
3. } G+ ani +4 15) 
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dx 


31. Jrsare 15: a>0, m=0, 1, 2, . 


1 

32. Fnac, m=0, 1, 2: … 
(=) + Qm+ 1) 

0 1- x): 


* * * 


Beaucoup d'’intégrales d’une apparence assez compliquée sont calculées 
en séparant la partie réelle de la partie imaginaire dans des formules relati- 
vement simples. 


29.12. Soit R(z) une fonction rationnelle continue. et réelle pour les 
valeurs réelles de z, et soient a,, ..., a, les pôles de cette fonction situés dans 
le demi-plan supérieur. En supposant que les intégrales convergent, dé- 
montrer les formules suivantes: 


1. [RG In|x-al dx= _ 27 Im S'Res R(z) In (z-a) 


sml z=@ 


(ici, a est un nombre réel, tandis que pour In(z—a), on choisit n’importe 
quelle branche régulière dans le demi-plan supérieur); 


2. f R(x)1x=al®-1dx = -2%_ Im Ÿ°Res R(:) ET)" 
za Î 
sin — Sm1 = 
(ici, a est un nombre réel, x -0, tandis que, pour [(z2-a)/if-{, on choisit 
dans le demi-plan supérieur une branche positive pour les valeurs positives 
de (z—a)/i); 


3. [ RGOIN 1x2 atjdx = — 2x Im D Res R(z) in (2? 0°) 


Sml = 


(ici, a 0, tandis que, pour In(z°- 4°), on choisit n’importe quelle branche 
régulière dans le demi-plan supérieur); 


4. [ R(X) In (+ aï)dx = — 4x Im Res R(z) In (z+ ai) 


(ici, a-0, tandis que, pour In(z+ai), on choisit une branche arbitraire 
régulière dans le demi-plan supérieur); 


5. [ R(x) arctg x dx=2x Re S'Res R(z) In (1-iz) 
S$ml2=-a 


(ici, pour In(1-iz), on choisit une branche régulière dans le demi-plan 
supérieur pour laquelle |arg(1 —iz)| <x); 
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Sml 2æ=Gs 


6. [ RG + a)" cos (- arctg ë) dx= -2x Im Ÿ Res R(z}{a- iY 


(ici, « est un nombre réel arbitraire, a —0, tandis que, pour (a — iz)*, on choisit 
une branche régulière dans le demi-plan supérieur pour laquelle — |æ«|x < 
<arg(a—iz) <|a|x); 


t À [RO x+ Vx2+ a? dx = -2V27 Im à Res R(z)Vz + ai 


(ici, a 0, tandis que, pour Ÿz+ai, on choisit dans le demi-plan supérieur 
une branche pour laquelle Es Yz+ai<x/2) ; 


8. Frorrs x° + a° =" * 2 Im S'Res 7 


S=]l :=0 


(ici, 0 tandis que, pour } z+ai, on choisit dans le demi-plan supérieur 
une branche pour laquelle Re Vz+ai-0). 

29.13. Soit f(z) une fonction rationnelle de e“ continue et réelle pour 
les valeurs réelles de z. Supposons en outre que la fonction /f(z) n’ait pas de 
pôles sur l’axe imaginaire et notons a,,..., a, ses pôles situés dans la demi- 
bande NS Re z<2x, Im z -0. Démontrer les formules suivantes : 


1. fron (cos? |dp 


= 2x Re Res IRD In 27 Im Res f{2)In 


C=0 S=] 20, 
(ici, pour In _ on choisit n ApORE quel branche régulière dans le 


disque [6 <1 ; les déterminations de In 2 sont obtenues en effectuant 
le remplacement £ =e") ; 


2 [ro 


5 


wi dœ = 


—_ Re Res f{(-ilnt) =) - te) 
ç Pie S=1l2-& 


C=0 


CE 


(ici, &« = — 1, tandis que, pour (52) , On choisit dans le disque || <1 une 


branche positive pour —-1<<1; les déterminations de (==) sont 
obtenues en effectuant le remplacement & = eï) 


2= 


3. JA in ( + 22 05 p+ ep 


Ar Re Res ÊTRE ES In (a+t)- 47 1m Res fe) In (a+e*) 


s=1 2=aQ 


(ici, a=1, tandis que, pour In(a+&), on choisit n’importe quelle branche 
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régulière dans le disque |£| <1 ; les déterminations de In(a+e*) sont ob- 
tenues en remplaçant à par e“). 
29.14. Calculer les intégrales suivantes : 


. fa : 2 fe à 


x*+1 x3+1 


: fasse 2 dr. 4. HE 


cin (+ 2x+ 2) 
Men 


5 TE 
| Je 

In(i+x?) dx arctgx dx 
7. jee 1+%° Le x I1+x° 


dx 
9. f'aear # 10. js TE In (xt + Dé. 


11. sois Va+ti+x-FYx+1- =X x. 


x(x*+ 1) 


12. PT ré-x-2) ©. 
1. (ORNE à 


xV1+2x 


14. [VC +26 +85 +2 ab, 870, b>0. 


15. Jan a>l. 16. ro a > I. 


—71 


In (1 — 2a cos p+ a) 
17. PEER à, a> 1, b>1. 


sin œ de 
18. farcg(-s2e ) de a>], b=>1. 


* X X 
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Si la fonction sous le signe d’intégration présente-une symétrie quelcon- 
que, on arrive souvent à réduire les calculs. Parfois, l’utilisation de la sy- 
. métrie permet par surcroît d'obtenir certaines formules nouvelles. 


29.15. Montrer que 


où met n (m=<n) sont des entiers non négatifs, en considérant l'intégrale 
de la fonction z?"(1 +z2)-1 le long de la frontière de l’angle 0 <arg z<x/n. 

29.16. Soit R(z) une fonction paire rationnelle n’ayant pas de pôles sur 
l’axe réel ni au point z=i, et soient a,, ..., a, les pôles de cette fonction 
situés dans le demi-plan Im z-0. En supposant que l'intégrale converge, 
démontrer la formule 


| dx=xi Res R() 
er : 7ti 
In? x+ — Smli*oinz-— 
0 4 2 
(ici, Inz=In |z| +iarg z, 0O<arg z<x). 
29.17. Soit R(z) une fonction paire rationnelle n’ayant pas de pôles 
pour z= 1, et soient a,,..., a, les pôles de cette fonction. En supposant 


que l'intégrale converge, démontrer la formule 


RG) In (x+Yx®-1)dx = - = SRes R(2) arcsin z 
1 


S=12=0 


(pour arcsin z on prend une branche égale à zéro, pour z=0, et régulière 
dans le plan muni de coupures suivant les demi-droites (— =, —1)et(1, +). 

29.18. Soit R(z) une fonction impaire rationnelle n’ayant pas de pôles 
sur l’axe réel ni au point z=i, et soient a,, ..., a, les pôles de cette fonction 
situés dans le demi-plan Im z-0. En supposant que l'intégrale converge, 
démontrer la formule 


[ LO - _2 SRes +R) 


2 ne Semi 2=0, ee ai 
: In? x+ 2 Inz 3 
(ici, In z=Iln |z|+iarg z, 0<arg z<x). 
29.19. Soient a —0, 0<a<+ et R(z) une fonction rationnelle ayant des 
pôles aux points a,,...,a, en dehors du demi-axe réel positif. Démontrer 
la formule 


Î exc sin (ax* sin zx) R(x)dx = -x > Res R(z)e-a-2* 
Smiz:=a, 
(a) 


(ici, —7x <arg( - z) <xa). 
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29.20. Calculer les Le os suivantes : 


1. lee 2. fes | 


sh? x dx 
3. EE x2+ 72) Ch? x 4. EE 


1n x dx 


Yxin x 


5. me .. 6. EE 


7. jee De 8. fe 


dx 


x-Va=i ti: 


In x dx Fin (x+ 
d Jorratirre 00 au PR 


à a dx 
e te — 
de fetes 
a 


ch x 
13. frs si —— a>0. 14. [uit , a>0 
x a x-a Var 
a 
_Yx 
15. Je sin (a ) Le, 4-0, b-0 
_. sin x x° dx Î Le x dx 
16. fe-" MERE 4-0. 17. [e-xcosx 2. a>0. 
0 0 
RÉPONSES 
29.04. 
n In2z 
I,= > Res {RQ [-<+ai 2]) ; 
Emil 
1 2 
> Res {ro [= In z+ xi ln? z+ — mins). 
Sm]1z”G, 3 
29.05. Au second membre on ajoute le terme 
1 
6 Res R(z)- {In b+ (In b+2xi}"). 
z=bd 
29.11 
1.0. 2 =In2. 3 à 2 0 Gi 1-4 
4 | 4 16 Dot "4° "4° à 
Lu a? 7° 
9. — 10. 10x7. 11. — 12. — 13. pa 14. — (20+ 797?) 


Vx? — a°) 
ya dx, a>0. 


_a=>0. 12. [RCE à 


19° 


15 À. 16. Lin2. 17. P2Qn24nn. 18.47. 19 2-1. 
g, FR à mn e Pr cul n° / e ge ——— PR nu cree . 
8 4 3 3 x 2 
1 (26 x | 1 1! 1 Âlna 
D. == he DS. Mise, AE 0 2. 
=(S :) 2 6 x 12 a sin À 
26. à [anax+ +) 27. À (@+ n°) — sé. 
Z( Hal Te ae The NT ea 
] ] Ina 1 1 
29. —— = ———— + ————  , Ge nn  @ 
ad-1 2alna 2a(ina+x) aln’a (a-1}° 
1 1 j m J]n°a-4kir? 1 fa m1] 
31. me —+— CES. . ‘5e ge e 32. bergers (E- D a) e 
alna (a-1)} ax=;,(In°a+4k?72); 2x?|\6 x=14? 
29.14. 


1. 21/63-1/22V2+ V3. 2. xin2 3. sofa Y2+4 | Ha 2 |. 4. x. 


2+1 | 
RÉ 6. + Ins-—. 7. x(1 - In 2). 8. —In2. 9. zin 2. 


3 27 pl p1 4 
10. xin2 11. —in(ÿ2+1) 12 _ 13.2. 14 =V@+DG+T). 
a 


27 1+a-— Ya-1 27 1+a- Vai-1 
à 
a] 2 Va-1 1-a+la-] 
2; b+ Vbr-1 
17. TT in(a+b- VE. 18. — 7 art 0, 
Vb?-1 Vb?-1 a 
29.20. 
, r-2 > ] 3 1 ’ 10-3x s 0 6 1 Ed 
e. 8 . 2° e 6 ‘ e. 24 . . e e 3” . Si 
EL 1 ] Es 
8. ain(1+Y2). 9. —| — . 10. — In (1+ V2). 
rn0+72 (ra) sm (+) 
11. —ina+zin(i+ V2). 12. PRO RE 
4 2  Yez+]-1 2a 2a 


7 . 7 of 7 az 
15. exp (- ab 1/42). 16. RTE ë 17. 4° . 


$ 30. Sommation des séries 


30.01. Soit f(z) une fonction rationnelle ayant des pôles aux points a,, 
..., Am Parmi lesquels il n’y a pas de nombres entiers, et supposons que 
f(z2)= 06") G-+). Montrer que 


y J{)= -7x 2 Fe U() ctgxz]. 


fus —e… 
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Indication. Calculer au moyen des résidus l'intésrale 


| foctenzds, 
He N+S 
où N est un entier assez grand, ensuite passer à la limite pour MN — + =. 
30.02. Soit f(z) une fonction régulière dans tout le plan fini des z, sauf 
en un nombre fini de pôles 4a,, a,, ..., a, parmi lesquels il n’y a pas de 


nombres entiers. Notons G, le plan entier privé des disques |z-a,| <p, 
k=1,2,..., m. Supposons que la fonction f{z) vérifie l'inégalité 


[f(2)1 <elimile(]z]), 0O<a<x (z€G,), 


où e(t)—0 pour 1 + ++, Montrer que sous ces conditions la formule ci- 
dessous est vraie : 
= es 7) 
2 (— 1}7/{n) = -x À Res . 


a Sin TZ 


Indication. Calculer au moyen des résidus l'intégrale 
J ro <= 


lleN+S 


Sin zz ? 


où N est un entier assez grand, ensuite passer à la limite pour N — + +. En 
estimant l'intégrale, utiliser le lemme de Jordan (voir le problème 5.39). 
30.03. Trouver les sommes des séries suivantes : 


© 1 Qi © ! - 


fie — | fm] ns] 

& | _ | _ 
S. ZT 6. 2C-VEG- 7. 2 

D (1) ms n ete 
8. Poe M 9. 2. (-1) + —1T<A<H. 
10. Z(- Moi Dr -T<a<a. 
D Die “D. D 23,2, 20 

° née (n=-CY -CY ? : -— (n-6} ? ° 


13. 2. y Eee, _r<a<T. 


sin? «(n—() 
2-0 , O<a<. 


30.04. Soit f(z) une fonction rationnelle de cos z et sin z n’ayant de 
pôles ni sur l’axe réel, ni sur l’axe imaginaire et tendant vers zéro pour 
Im z— ++. Notons 4, 4,,..., 4 les pôles de la fonction f{(z) situés dans 
la bande 0O<Re z<27. Montrer que 


UE ]=-3 —— ZRes [@ «te | ; 


14. 
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IReCOton: Calculer au moyen des résidus l’intégrale de la fonction 
fo cts — C prise le long de la frontière de la bande 0 <Re z<27. 


30.05. Trouver les sommes suivantes : 
næl 1 n=1 1 


LOS ——,0<r<1. 2. > , a>0. 
À 1-2 cos + 7° É0 4 cost 7 
n n 
. kr 
1 1 —1 
3. 5 ——. 4. Sage . 5. > — 6. ” d 
à sint La =1 sint 


30.06. Montrer que 
al, 2 Ê (m= +1, +2, ...), 
e Le 


: — \n (m=0). 


30.07. Trouver les sommes suivantes : 


; ka kz 
n-1 rs n=1 ae 
1 - mra>0. 2 _ 
K=0 24 cos? — “1 sin° — 
n n 


n=-à », kn # 
: COS” —. À. 29e 
3 PA os? — 2 cos® = sin 
(p et q sont des entiers positifs). 


Le ka 7 en E) EL 
S. 2 ct8 (+) x O<x<—. 6. PC G+E ‘ O<x<— . 
30.08. Soit F(z) une fonction méromorphe jouissant des propriétés 
suivantes : 
a) La série 


FG)= 2 4 


converge uniformément en chaque partie bornée du plan. 
b) 11 y a des nombres positifs p,,0,, ... tels que les disques |z—4,] =, 
k=1,2,..., n’aient pas de points deux à deux communs et que 


LF(2)1=0(1z17) (->, z€G) 


(par le symbole G on désigne le domaine obtenu en enlevant du plan com- 
plexe tous les disques 1z—2,| <0;, k=1, 2, ...). 

Montrer que pour toute fonction R(z) ayant des pôles aux points a,, 
da, -.., a, (ces pôles sont distincts de ceux de la fonetion F(z)) et vérifiant 
la condition 

R(z)I = o(1z1- 7-2) (z— +), 


la formule ci-dessous est vraie : 


Z'AROD = - Ÿ Res {R(z)F(2)}. 


Q=l1:=0y 
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30.09. Notons 1,, 4, ... toutes les racines différentes de zéro de l’équa- 
tion tg z=7z. Trouver les sommes suivantes : 


L © ! 
—À,)-2 NE 
1. PAC A)? 2. 2Hra : 
30.10. Trouver les sommes suivantes : 
© | © 1 = 1 
1. 2% 2. 2 +0 3. 2 OT 
Indication. Utiliser la formule 
T' () _ of 1 1 
rè--c-i-5(-2) 
(voir le problème 27.18). 
30.11. Soit (f) une fonction représentable par la série q(t) = Ze qui 


converge sur le segment [0, 1]. Montrer que 
1 


ne. ]r-#e00à (Re z>0). 


ns0 ZT 


30.12. Démontrer la formule 


(-1R TG) T{(a+ 1) 
2 ztn lG+ati) 


, Rex=-1,z#0, —1, —2, ... 
Ici, comme d’habitude, 
c= 21-009 n=1:2 =) Cal: 


30.13. Soit /(z) une fonction rationnelle ayant des pôles aux points a;, 
Ds ce. Am (Ga #0, 1, 2, ...) et supposons que f{z) = O(z?) (z-<=). Montrer 
que, pour Re « =p, l'égalité ci-dessous est valable : 

= œx—-1)...(«—-n+1) : m I(- 2) 
Zn jo re+ 0 SRa (TO RES 


n=0 


* x *X 


Dans certains cas, ilest utile d'exprimer lasomme 2’ f(n) par une inté- 


grale. Parfois, il est possible de calculer l'intégrale ‘obtenue au moyen des 
résidus. 


30.14. Soit /(z) une fonction régulière dans tout le plan, sauf en un nombre 
fini de pôles situés aux points a,, &, ..., 4, en dehors de l’axe réel, satis- 
faisant, pour des |z| assez grands, à l’inégalité 


2)| <elirzl.p(Re 2), 
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où —27<x-<2x, [ptdr < =. Montrer que 


ZX 10- [ro 
ee 2’ Resf(zXctgrz+i)+r Z Res f(zXctgrz-i). 


Imas>0 za Im az<0 := a 


30.15. Trouver les sommes suivantes : 


ein 
1. nr? — 2x-<ax<27, Re ë =0. 

= cos na 
2: 2 +05 —27-<a<2x, a =>0, b=0. 
3. 2 _——_— —27z-<x<2xr, a-0, b=-0. 


ml C++ 7) ? 


cos na-sin nf 
F 2" (n*+ at) 


Remarque. La formule du problème 30.14 n’est applicable qu’à une classe 
très restreinte de fonctions. Le domaine d’application de la formule du 
problème suivant est beaucoup plus vaste, mais au lieu d’une seule intégrale 
elle en contient trois. 

30.16. Soit /(z) une fonction régulière dans le demi-plan Re z 0 vérifiant 
l'inégalité 


, —n<a<xr, -1<f<x, a-0. 


f(x +iy)l<p(x)ebl  (x>0, -=<y<e), 


où —-27<a-<2x, tandis que l'intégrale | p(x) dx converge. Montrer que, 
0 
pour tout 0<60<1], la formule d’Abel-Plan 


0+ 1 O— 1 


PHOBECLE | feXctezz+idz++ | {EX ctg x -— i)dz 
8 8 8 


reste vraie. 


La formule suivante contient encore plus d’intégrales, mais elles sont 
un peu plus simples. 


30.17. Soit /(z) une fonction régulière dans la bande |Im z| <7 vérifiant 


la condition Î max |f{x+iy)|dx-< >. Montrer que la formule de somma- 
-n<}y=<17 


tion de Poisson donnée ci-dessous est vraie: 
Zsn= 2 [roertar. 
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Indication. Utiliser les développements en séries de la fonction ctg xz: 


ctg az = _i-2i Seb (Im z -0), 
km] 


ctenz=i+2i Seth  (Imz<0). 
k=1l 


30.18. Soit /(z) une fonction régulière dans la demi-bande |Im z]| <n, 
Re zx0, satisfaisant à la condition 


max [f(x + iy)|dx < >. 


—1s=y=1 
0 


Montrer que 
HO+Z/m= 2 ] fear. 


Indication. Considérer l'intégrale de la fonction /{(z) ctg xz le long de la 
frontière du domaine défini par les inégalités -7<Imz<n, Rez=—0, 
|z1 >0. Sur les segments rectilignes de la frontière de ce domaine utiliser les 
développements de la fonction ctg xz donnés comme indication au problème 
30.17, ensuite poser p —0. 

30.19. Soit /(z) une fonction régulière dans l’angle |arg z| <d, 0, 
satisfaisant à la condition 


[f(2)le-<llmzl.O (z->, |arg z| <ô), 


avec a<2x. Montrer que les intégrales 
[foperdx, k=+1, +2, 
0 


convergent et que 


N 
lim _{7/0)+ 2/0 J fo} > je 


30.20. Déduire de la formule de Poisson la formule d’Abel-Plan. 

Nota. Dans les problèmes 30.18 et 30.17 l’hypothèse concernant la 
régularité de la fonction n’est pas essentielle, car la formule de Poisson cst 
vraie pour toute fonction absolument intégrable sur tout l’axe réel. Dans le 
problème 30.19, la régularité de la fonction est essentielle. 


Les formules de sommation de Poisson et d’Abel-Plan sont très com- 
modes pour le prolongement analytique des fonctions, données par des 
séries entières, à travers les frontières des disques de convergence de ces 
séries. 

30.21. Montrer que les séries entières ci-dessous peuvent être prolongées 
analytiquement dans tout le plan complexe muni d’une coupure suivant Ja 
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demi-droite (1, +): 
1. Dn+1z. 2 Der, Oral. 
næ=û n=æû 
3. p2 [n(n+1)Fz". 4. 2 n"(in nŸz'. 
5. x [h(i+innfr. 6. Zanrz. 


30.22. Soit /(z) une fonction régulière dans le demi-plan Re zz=a (elle 
est définie pour z=0, 1, 2, ...) satisfaisant à la condition 


In|f{z)l<1zI:e(1z1) (z-+, Rezza), e(r)-0 (1 +). 


Montrer que la série entière 2 f{n)z" converge dans le disque |z| <1 et 


qu'elle peut être prolongée queen dans tout le plan complexe 
muni d’une coupure suivant la demi-droite (1, + =). 

30.23. Soit f{z) une fonction régulière dans l’angle |arg(z-a)|<ô, a=0, 
0<ô<x/2 (elle est définie pour z=0, 1, 2, ...) satisfaisant à la condition 


In |f{z)1 <1zl-e(1zl) G- æ, |arg(z- à) <Ô), e(t)—0 (t- +»). 
Montrer que la série entière > f{n)z" converge dans le disque |z| < 1 ét qu'elle 


peut être prolongée anal yiquement dans le domaine 
Iz1<ele:itRé (larg z] <x). 


30.24. Montrer que la série entière Sel 7 .(1z] < 1) peut être prolongée 
m0 


analytiquement le long de n'importe quel chemin contenu dans le disque 
|z—1|<]1 et ne passant pas par le point z=1. 
30.25. La fonction &(s) (fonction zêta de Riemann) est définie par l’égalité 


Es) = Sn (Res =—1). Montrer que la fonction ê(s) se prolonge analytique- 
n=l 

ment dans tout le plan complexe privé du point s= 1, en lequel elle a un 

pôle, et qu'elle vérifie l'équation fonctionnelle £(s) = 27°"1 sin F T(s)-ë(1 —s). 


Indication. Appliquer le résultat du problème 30.18 à la fonction /{(z) - 
= ze": et utiliser l’égalité 


2 1Jn-s = (1-21) (s). 
n=l 
30.26. Soit y(x) une fonction définie par l'égalité 
ypa= Ze  (Rex>0) 


Montrer que la fonction y(x) vérifie l'équation 


me v (x). 


x * %k 
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Certaines séries entières peuvent être sommées à l’aide de la méthode 
qui coastitue le contenu du problème suivant. 


30.27. Soient p(&) et œ(£) deux fonctions régulières dans un domaine 
simplement connexe D et supposons que la fonction œ(£) ne s’annule pas 
dans ce domaine. Définissons les fonctions Q,(0) par l'égalité 


1 dn 
QE) = 7 x (POMPE}, n=0, 1, 2, 
Montrer que, pour chaque partie fermée B du domaine D, on peut citer un 


Ô =0(B) tel que la série 50,07 converge uniformément pour & EB, |z| <ô(B) 
n=0 


p{w(z, 0] 


et que sa somme soit égale à Tv (FCO? 


où w{z, à) est la solution de 
l'équation 
w (0, &)=6. 


Z = 


’ 
Indication. Mettre les fonctions Q,(£) sous la forme 


CO= | POP -0-"- dv. 


Iw—(|=e 
30.28. Trouver les sommes des séries suivantes: 
1 > = cet, 2. 2 aa mem, 3. L'Cn(l+z) a. 
1/7: ne0 1: n=l 
30.29. Les polynômes de Legendre P,(x) sont définis par l’égalité 
P,{x) = = 5-1), —1-<x<1. 
Trouver la somme de la série SP, (7 (1z1 < 1). 
n=0 
30.30. Les polynômes d’Hermite H,(x) sont définis par l'égalité 


HG)=(- Je er, e<x<e. 


Trouver la somme de la série 2 si 2e 
næm0 A: 


30.31. Les polynômes de Laguerre L,(x) sont définis par l’égalité 
1 dn 
L,{x) = mi ee a (x'e”*), O0<x<. 


Trouver la somme de la série SL. 
n=0 
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30.03 
ES 7 1 rit 
1. sin re | 2. 6 3. a 6% th — 1). 4. 4 (arte ou ne 2). 
1 7 
S. De es (etc n). 6. (5) 
7 1 frtchrt 2) 8 La 9 z Ch a 
Pers sh z 720 ‘ Eshzt 
&£ eKa-nX 
10. mr a Li ir 11. x — (a ctgr -ia+ ni). 
sin 
. 
12. x (æctgaxi-ia-xi). 13. 0. 14. za. 
sin 
30.05. 
n(1+r1) n (a+ Va+1)"+(-1» s ni-1 
"A-rX1-r) | | aVi+ai (a+ Va+1 2-1} 2 
m4  . mpl0m-11 Le nt-5m+4 
É e TT 45 e 7 45 
30.07. 
ue (a+ Vaï+1 LE - , 2#-9n+10 
| a  (a+Ye+1)"-(-1» ] 6 
(22)! (2p) (29)! 
. n27 2 4. n2-4P+Q) ——  ""—. 
/ TDR p'g{p+q)! 
S. nctg x. 6. ee 
sin? x 
30.09. - 
&?-sin?C 3 sh € _3 
* (sin£-Ecoséf &° Ccht-shé 
30.10. 


= TE OT" OP. 


1 (T(C+ D). 
D D |. 
(4 ren 1) + )] 


1 T'@R+n T(ZX+D 
AV eo ren 0] 
30.15 

x 2 chœ 
. —{e-tlel À 
1 E ( + 


x 1 2chaæa\ l! 2 ch «b | 1 
. ————— !{— |e-alal ——[e-blel — , 
2 = ( + ( br 
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2shala| 2shbla|| 
ee — | eo — | j 


sh EI AR EN | 


3. 


-S Caus 


4. _ fe-aiss _ e”sla-$l+ 2 
8 em — ] 


ex 1+7z 
"1-2. "1-2 "1+(-a)z" 


$ 31. Intégrales rédactibles à la fonction gamma 
La fonction gamma d’Euler J'(z) est définie par l’égalité 


T()= |rr-te-tdt  (Rez>0). (1) 
0 


En intégrant par parties cette égalité, on obtient facilement l'équation 
fonctionnelle 


T(z+1)=21(2). (2) 


A l’aide de l'équation fonctionnelle ci-dessus, la fonction gamma peut être 
prolongée analytiquement sans aucune difficulté depuis le demi-plan Re z —0, 
où converge l'intégrale (1), dans tout le plan complexe privé des points 
z=-n,n=0, 1,2, ...,en lesquels Z'(z) a des pôles simples avec des résidus 
(-1}" 


n! 


31.01. Démontrer les formules suivantes: 
1. l{n+z+1)=(n+2)(n+2:-1)...27 (2) (n=1, 2 ...). 
> lG+1 TG _1 


TOTG+D TO 2° 


Outre la fonction gamma, on examine souvent la fonction bêta d'Euler 
B(z, à) qui est définie par l’égalité 
1 


B(z, &)= [ri-1(1-1)-1dt (Rez>0, Ret>0). (3) 
( 
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En fait, le symbole B(z, &) n’est qu’une abréviation d'écriture, car 
_raTO 
B(z, D= Tee @) 
(voir le problème 13.37). 
31.02. Démontrer les formules suivantes: 
1. B(z, &)=B(, z). 2. B(m, n)}=—— Cr, m,n=1, 2, 


m<n. 
3. B(z+1, = B(z, C). 


31.03. Démontrer la formule l'(z)"(1 - z)= — 


Indication. Calculer l’intégrale pour B(z, 1 -z) au moyen de l’intégra- 
tion de contour (voir le problème 28.25 (18)) et comparer le résultat obtenu 
avec le résultat donné par la formule (4). 


1 
31.04. Montrer que r(;) = Vz. 


31.05. Démontrer les formules suivantes : 


1. fre-"ax-2r (#1) (Rez=—-1). 
0 


D 


ER z+l : 
Je dx cr| : | (p>0, Rez>-1). 
. 1 é—1 
3. fn 1) dt=["(z) (Rez=0). 
0 


[es-1e-tdr 25-37) [Re z>0, larg <Ÿ) : 


4. 
0 
S. [r-1 cos 1 dt =T(a) cos & (0O—Rez=<1). 
0 
- T2) sin €, zk0 (-1<Rez<l), 
6. fr-1 sin f dt = 
PL 4 
0 3, 2=0. 
; 1 1 | . 
Pdx=—1 |— > ]). 
7. Jsin x dx Lr(1) sin 2 (p=1) 
1 1 Z 
P = — — — > 
8 [cos x° dx ST des (p=1) 


285 


1 - cos xP L P 1 EL l 
10. Je der —57 (1) cos À | -+) : 


- 1 1 E à 
” — 9 cos pl P — PR > 3 < À] é 
11 fe cos (x’ sin pA)dx ; r (1) cos À (> 0, 5 2 


| : 1 21: #4 
—]1,—2P cos À P APRES us dent 
12. [= e sin (x? sin À)dx Lr sin — 


[Re z-0 p>1i, -21<2). 


31.06. Démontrer les formules suivantes : 
1 
= -1 1 Le 4 
1. Ve] — 127$ dt=>B 3 Bl (Rex=0, Re B-0). 


0 


1 
2. fra-vy-a-l8(t, 4) (p>0, Rea>0, ReB=0). 
0 


a-14 
3. TC B) (Rex>0, ReB>0). 
O0 


Fén(s#-5) (Reco ne(s-5)d) 
B(£, B- 


t2-3dt œ e à 
à. ES -, F1 =) [o-0, Rex=>0, Re (8-°) - 0) s 
6. I (1+1}-41-1P-1d1=2+8-1B(x«, B) (Rex>0, Re B>-0). 


—1 
31.07. Soient a—0, Re « -0, Re B-0. Montrer que 
1 


ta—1(1 - 1)f—1 = _ 
Gras dia B(a+1) B(«, ). 


Indication. Effectuer un remplacement homographique de la variable 
d'intégration, remplacement qui transforme respectivement les points 
0,1, -aen0, 1, >. 

31.08. Montrer que la formule du problème 31.07 reste vraie également 
dans le cas où le point a est contenu dans le plan des z muni d’une coupure 
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suivant le demi-axe réel négatif, tandis que les expressions (a+ 1)" et a-# 


ont le sens suivant: 
(a+1)-°=e-ch(a+l)  _-x<Imin(a+]1)<x; 
a-b=e-Pina  _r<Imina<z. 


31.09. Démontrer les formules suivantes: 


a+" 


de © CRE dr= 72 LE À) 
P P 
a+mP 


(ici, 0 Rex>0, Re B -0). 


1 a _ 
1. [ES à-2 À LE P) (Reæ>0, Re B>0). 


1 
1+1}-1(1-1)-1 
3. [ dt=2+8-(a+1)-(a-1)-#B (x, À) 

1 
(ici, a>1, Rex=—0, Re B 0). 

31.10. Soient Rex=—0, Re B=—0. Montrer que 
1 
(1+ x)2=—1(1 — x)—1 


Gras x 2X + B (a, B). 


1 


Indication. Effectuer le changement de la variable d’intégration £ = 


31.11. Démontrer les formules suivantes: 
n/2 2/2 
| 


1. | (cos p}*-1 dp= J (sin y -1 dp=+ B (£ ; ;) (Re x >0). 


np (t&p)-?dp=—— (0<Rea=<2). 


2sin — 
2 


3. Pour Rex=0, Re B=0, 
n/2 
j 1 
[ (cos p}*-1(sin >} —1dp — 3 B Ë : 4] : 
0 
4. Pour a-0, Reæ=0, D do 
T2 


(sin æ)2*-1(cos p)*#-1 un 
ML U = @+0 a°B(G; À). 
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5. Pour Real <|[Re fi. 
[e(ch x)-#dx=25-1B (Ête, Ê =) 
né | 


6. Pour {Real <]|Re BI, 


ch œx pre: P-a 
Jens p-1 B (te |. 


7. Pour Re x >0, Re(a+B)=<0, 


JGh xÿ=-1(ch xÿP+1 dx > B(a, -2-8). 


0 


31.12. Soit C un contour rectifiable arbitraire allant du point z= -7/2 
au point z=7/2 tout en restant dans le demi-plan Im z 0. Par (sin z}° sur 
le contour C nous allons entendre la branche de cette fonction dans le 
demi-plan Im z=0 qui devient égale à i au point z= -x/2. Montrer que, 
pour toutes les valeurs complexes de x, la formule ci-dessous est valable : 


Ep (+ :) 


[ (sin 2° d= = =, > 
C : 


31.13. Soit C un contour rectifiable arbitraire allant du point z= -iau 
point z=i tout en restant dans le demi-plan Re z>0. Par z°-let (2?+ 1-1 
sur le contour C nous allons entendre Jes branches de ces fonctions dans le 
demi-plan Re z-0 qui deviennent égales à 1 respectivement aux points 
z=1l et z=0. Montrer que, pour Re B -0 et pour toute valeur complexe 
de «x, la formule ci-dessous est valable : 


[ze +11 dz=i cos B Ë ; p) : 
C 


31.14. Montrer que : 
1. Pour tout x et pour ReB=-0, 


Ï (eos #ÿ-1c0s ap dy 2P sin 1e ao (= Êt mi À) . 


2. Pour tout x et pour Re B > — 1/2 
2/2 


ÎGos p)P cos? ap dp=2-%#-2 cos rx — B) B(x-—B, 28) + B [8+3 ; ;) ; 


0 
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3. Pour Re B=<1 et Re(x +f) -0 


fapars(se à) 


4. Pour D REX p)=0, Re(a — f) 0, 
Jen 27 sax és 2-h-2 [B(8+1, -S£)-8 (841, 6)] 


31.15. Montrer que pour Re « -0, Re B=—0, 
nl 
Î (cos y — sin p}*- {cos y + sin p}?-! dp=2+8-2B (x, B). 
—rj4 
Indication. Utiliser la formule du problème 31.10. 
31.16. Montrer que, pour 0 < Re a < 1, la formule ci-dessous est valable 


(see Lx 
COS p+ sin dp= 2sinxa ‘ 
—n/4 
31.17. Démontrer la formule 
1 > 1 
ma} 4 ‘der | 


où C est la frontière du domaine || -0, largri<r-17 (0<n-<x/2). 
Indication. POUF Re z<1, poser p=0, 7 =0, ensuite utiliser la formule 
T(2)7 (1 -2)= = (voir le problème 31.03). 

31.18. Notons. D. le demi-plan Re z < © duquel on a enlevé les disques 
Iz+n]<o, n=0, 1, 2, .... Montrer que, pour toutes valeurs fixées des 
constantes o 0, cet, l'inégalité [Z"(z)| = M(1+1z1)-7 (ze D...) est valable, 
M étant une certaine constante dépendant du choix des nombres p, a et m. 

Indication. À l’aide de la formule initiale (1) pour la fonction gamma, 
montrer que la grandeur |7"(z)| est limitée sur toute droite verticale Re z= 

= © 0, ensuite utiliser l'équation fonctionnelle (2). 


31.19. Montrer que 
1 . | 7 
Ir (+) = re” æœ<E<e, 

31.20. Montrer que, pour toutes valeurs de s situées dans l’angle |arg s| < 

< 7/2, la formule ci-dessous est valable : 
12 +1 
_. Î T(2)s7: dz=ers. 

1/2 — 1e 

On peut obtenir beaucoup de formules en différentiant par rapport au 


paramètre les formules ci-dessus. 
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31.21. Démontrer les formules suivantes : 


1. fanrys-te-tdt= T2), m=1, 2, .... (Re z>0). 
0 


2. |Anrÿre-“dt=2-m-17tm) G). m=1, 2,... 
0 


* 


1 
3. | In In À) =), HET D... 
0 
inf x sin f 
4. [Éinrd=Er QU). 5. fetura-sro-x. 
0 


6. fénrinx de (EE r'(1)). 


31.22. Montrer que : 

1. D dx 75 LT (B-a)-T(e)T'(B-«)] 
(ici, Rea>0, Re(B- x) >0). 

2. Ÿ os œo} In cos p dp= = GA GTI GT EI G+3) . G+ ) G+2) . + 1 
(ici, nu > —]). 


On peut obtenir une série d’intégrales tout à fait différentes, exprimées 
par la fonction gamma et ses dérivées, en utilisant la formule 


roll | +1) Pa (5) 


(voir le problème 27.17). La constante C qui figure dans la formule (5) est 
appelée constante d’Euler. Elle est définie par l’égalité 
C= lim {1+3 S+ste +7-inn] | 
ñ 


fe 


31.23. Démontrer les formules suivantes : 


dT@_ (tt 
#10 Je dt (Re z>0). 


d T° 
L LTO= : jus t2—1dt (Rez>0). 
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31.24. Démontrer la formule ci-dessous pour la constante d’Euler : 


31.25. Démontrer les formules suivantes : 


1. TO | (= - +, dt (Re z>0). 


(2) L { l-e 
0 


1 


NOR 1 ti _ 
2. TO ” =- [+] (Re = -0). 


Eee 5) e® dt (Re z-0). 


31.26. Montrer que, pour z— >, |arg zl<=x7-1"<1, les formules asymp- 
totiques ci-dessous ont lieu : 


TG) _ 1 LE, d I") _1 = 

1. Ta =nmz-3; +06 ); * H1G) = +33 + OU ) 

31.27. Notons D, tout le plan des z duquel on a enlevé les disques 
Iz2+n] <0, n=0, 1,2, . Montrer que, pour tout p - 0, il existe une cons- 
tante M telle que 

T(:) d T"“(2) 151 

1. NE) <in|zl+M; 2. El TG) <M]2|"{À 

31.28. Démontrer les formules suivantes : 

1/2+ {ee 

] 17" Int 
ir. 4 FO = -7 O<i<) 

V2—i= 

1/24 4 

T2) x 
= | Éd TG Ier = (> 0). 

Fe 1 


31.29. PÉFIGHIRE les formules suivantes : 


r xt-1— à 
FO + C= fs dx (Re z=0). 


T'(+09 _T@ _ . K1-— xt) 
2 Ta+0 TO J D Vasr - ax (Re z-0, Re (z+,. 
T [+ ; TB) 


j (Re « >0, Re B=0). 
TO [8+ :) 


12z—1— 261 
3. É Gros = 
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31.30. Soit /(z) une fonction rationnelle de e’ n’ayant pas de pôles sur l’axe 
réel, et soient a,,..., a, les pôles de cette fonction situés dans la bande 


O<Imz-<27. En supposant que fi f(x)ldx<e, démontrer les formules 


suivantes : 
1. Si Re &« 0, alors 
A 
= TI" |—+a 
SG. LE ] 
X+2ria Z Res Je) r(£ | 
5 = +a 
de 2xi 


2. Si Re « <0 et le point z= -2xix n’est pas un pôle de /{z), alors 


x+2ria 


IE = — 2nif( - 2nix) - - À Res TE 


. 31.31. Démontrer les formules suivantes : 
1. Pour x =0, 


a 
(+ 4rtatMex+ 1) 


2. Pour «0 et pour toute valeur réelle de a, 


1 1 | 
_— r'(;+a+is) r' (+s-ie) 


dx 1 
CS 4° dE: Aria rfrati) r(i+e-i) 
3. Pour « -0 
[ dE 
: (x+ 1) (1nt x+ 47rtat) 
4. Pour a =0 
Fr xdx : __ L'(+0) 


31.32. Soit f(z) une fonction rationnelle de e’ réelle pour les valeurs 
réelles de z satisfaisant à la condition 


[dx =. 


et soient a,, ..., a, les pôles de cette fonction situés dans la bande 0 < Im z < 
< 27. Démontrer la formule 


[ro n (Er +e%) dx -4r im Ÿ'Res [ f(2) In l +<) 


Sml:"@ 


(ici, «0, tandis que pour In£ et InZ(), on choisit dans le demi-plan 
Re & -0 des branches régulières réelles pour les valeurs réelles de ê). 


CHAPITRE VI 
REPRÉSENTATIONS CONFORMES 


$S 32. Fonctions univalentes 


Une fonction /(z) définie sur un ensemble E du plan complexe élargi 
(on admet la valeur -) est appelée univalente sur l’ensemble E si f(z;1) = /{z2) 
pour n’importe quel couple de points distincts z, et z, appartenant à cet 
ensemble. 

Une application réalisée par une fonction univalente est appelée appli- 
cation biunivoque. 

On appelle représentation conforme d’un domaine D du plan complexe 
élargi une application réalisée par une fonction méromorphe et univalente 
dans le domaine D. 


32.01. Dire si les fonctions /(z) ci-dessous sont univalentes dans les 
domaines D indiqués entre parenthèses : 


1. = (D : Izl<e), ad-bcx0. 


2. fz)=: (D : {1<1z| <2, 0 <arg z<3x/2}). 
3. f{&)=1+2 (D: Iz1<1). 


4 f{&)=4 (D: 1z1<4). 
S. f(z)=7? (D: {3-<1z+21<4, 0 <arg (z+2)<3x/2}). 
6. f{z)=e (D : IRef(l+i)z]| <x).. 


7. fe)=2++ (D : Iz-il <Y2). 


L'image d’un ensemble E par une application w=/f{(z) est d’habitude 
désignée par le symbole f(E). Par exemple, par le symbole E on désigne un 
ensemble constitué par les points —z, où z est un point arbitraire de l’en- 
semble E ; par le symbole E +a (ici, a est un nombre complexe arbitraire) 
on désigne un ensemble constitué par les points z+a, où z est un point 
arbitraire de l’ensemble E, etc. 


32.02. Démontrer les assertions suivantes : 
_ 1. La fonction z° est univalente dans un domaine D si, et seulement si, 
les domaines D et — D n’ont pas de points communs. 


2. La fonction + (z + est univalente dans un domaine D si, et seule- 


ment si, les domaines D et = n’ont pas de points communs. 


3. La fonction e* est univalente dans un domaine D si, et seulement si, 
les domaines D et D + 2xi n'ont pas de points communs. 
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4. La fonction tg z est univalente dans un domaine D si, et seulement 
si, les domaines D et D +x n’ont pas de points communs. 

5. La fonction cos z est univalente dans un domaine D si, et seulement 
si, les domaines 


D, -D, D+2x,, -D+2x 


n’ont pas de points deux à deux communs. 

32.03. Soient n =2 un entier et « un nombre réel arbitraire. Montrer 
que la fonction z°+ne“z est univalente dans le disque 1z| <1. 

32.04. Montrer que la fonction z° + az est univalente dans le demi-plan 
Im z 0 si, et seulement si, l'inégalité Im a =0 est vérifiée. 


32.05. Montrer qu’il n°y a aucune branche de la fonction Vz° régulière 
dans le demi-plan Im z 0 qui soit univalente dans ce demi-plan. 

32.06. Montrer que, si la fonction In z admet la séparation d’une branche 
régulière dans un domaine D, cette branche régulière est univalente dans le 
domaine D. ñ 

32.07. Soit n un entier positif. Montrer que, si la fonction Yz admet la 
séparation d’une branche régulière dans un domaine D, cette branche ré- 
gulière est univalente dans le domaine D. 

32.08. Soit f(z) une fonction univalente sur un ensemble E, et soit g(£) 
une fonction définie sur l’ensemble E’ des valeurs de la fonction /{z). Montrer 
que la fonction g(/(z)) est univalente sur l’ensemble E si, et seulement si, la 
fonction g(6) est univalente sur l’ensemble E. 

32.09. Soit /(z) une fonction régulière et univalente dans le disque 1z! <1, 


et supposons que f(0)=—0. Montrer que l'expression multiforme YA) se 
décompose dans le disque |z| <1 en nr fonctions régulières et univalentes 
dans ce disque. 


* * x 


Une fonction f(z) est appelée univalente en un point z, si elle est définie 
et univalente dans un certain voisinage de ce point. 

Pour les fonctions régulières, le critère d’univalence en un point cité 
ci-dessous est valable : 

Une fonction f(z) régulière en un point z,# + est univalente en ce point 
si, et seulement si, f(z) “0. 


32.10. Se convaincre que les fonctions ci-dessous ne sont pas univalentes 
dans les domaines D indiqués entre parenthèses, bien qu’elles soient uni- 
valentes en chaque point de ces domaines : 


1. 2(D : 1<1z1<2) 2. S(D : Imz-0). 3. (D : |z|<d). 


32.11. Montrer qu’une fonction /(z) régulière au point = est univalente 
en ce point si, et seulement si, 


lim [{(C) -f(-))1 50. 
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32.12. Montrer qu’une fonction f{(z) qui admet un pôle en un point z, 
est univalente en ce point si, et seulement si, ce pôle est d’ordre 1. 

32.13. Soit f(z)=a,z"+...+a.7?+z une fonction unmivalente dans le 
disque |z| < 1. Montrer que les inégalités ci-dessous sont valables : 


1. nlal<1. 2. klal<C*1 (k=2, ...,n-1). 


Indication. Utiliser les formules de Viète. 

32.14. Montrer que, pour que le trinôme de second degré az?+bz+c 
soit univalent dans un domaine convexe D, il faut et il suffit que ce trinôme 
soit univalent en chaque point du domaine D. 

Indication. Utiliser le fait que le point milieu d’un segment joignant 
deux points quelconques dans le domaine D est également contenu dans 
ce domaine. 

32.15. Soient a, b et z, des nombres complexes donnés. Trouver la valeur 
maximale de R pour laquelle la fonction z°+ az + b est univalente dans le 
disque |z— 2,1 <R. 

32.16. Montrer que la fonction z°+ az + b est univalente en chaque do- 
maine D situé d’un côté d’une droite quelconque passant par le point 
z= -a/2. 


* x * 


32.17. Soit f(z) une fonction régulière dans un domaine convexe D. 
Montrer que, s’ilexiste une constante réelle a telle que la grandeur Re {e“f"(z)} 
soit différente de zéro dans le domaine D, alors la fonction /(z) est univalente 
dans le domaine D. 

Indication. Voir le problème 10.05. 

32.18. Montrer que la fonction z°- 3z est univalente dans le domaine 
{(Re zÿ = 1 +(Im z}°, Re z 0}. 

32.19. Montrer que la fonction z+e* est univalente dans le demi-plan 
Re z<0. 


x * *% 


32.20. Soit f(z) une fonction régulière en un point z,# >, et supposons 
que sa dérivée admette un zéro d’ordre m1 en ce point. Montrer que : 


Lil 
m+ 1° 
existe un nombre p = 0 tel que la fonction f(z) soit univalente dans le secteur 


IZ—Z0l <0, Po<arg (z-2Z) <po+7a. 


1. Pour tout nombre réel g, et pour tout nombre positif « < 


1 


2. Sia>—— : 


la fonction /(z) ne peut pas être univalente dans le secteur 
1Z—Zol <0, Po<arg(z-2%)<po+7x 


quels que soient les nombres w, et p 0. 
Indication. Voir le problème 26.12. 
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32.21. Montrer que le polynôme a,z" +... +4a,z+ 4, peut être une fonc- 
tion univalente dans le demi-plan Im z-0 si, et seulement si, son degré 
n’est pas supérieur à 2. 


* * x 


32.22. Montrer que, si une fonction non identiquement constante /(z) 
est régulière dans un domaine D, alors l’ensemble des valeurs, que prend 
cette fonction dans le domaine D, forme un domaine. {Principe de conser- 
vation du domaine.) 

Indication. Voir le problème 23.15. 

32.23. Soit /(z) une fonction non identiquement constante régulière dans 
un domaine D. Notons E,, l'ensemble des valeurs w. pour lesquelles l’équa- 
tion /(z) = w admet au moins m solutions dans le domaine D. Montrer que 
chaque ensemble E,, est vide ou bien ouvert. 

Indication. Voir le problème 23.15. 

32.24. Déduire le principe du maximum du module d’une fonction 
régulière et le principe de conservation du domaine. 


* * x 


32.25. Soit f(z) une fonction régulière dans un domaine D, borné par 
une courbe simple fermée C, et continue dans la fermeture de ce domaine. 
Montrer que, si l’image de la courbe C par l'application w=/f{z) est une 
courbe simple fermée, alors la fonction f{z) est univalente dans le domaine D. 

32.26. Est-ce que l’assertion du problème 32.25 reste vraie si, toutes les 
autres conditions étant égales d’ailleurs, on admet que la fonction /f{z) 
devienne infinie sur la frontière du domaine D et si on la considère continue 
dans la métrique sphérique ? 

32.27. Soient —-=<dg,<...<g,<++. Montrer que toute branche 
régulière de la fonction analytique f{z)=Y(z-a.)...(z-a,) dans le demi- 
plan Im z-0 est univalente dans ce demi-plan. 

32.28. Soient 

O<a;<1l (k=1, 2,3), a+ +a=l. 


Montrer que toute branche de la fonction 
2 
JG Dm-1 + 1pe-1€ - pe-ds 
0 
régulière dans le disque |z| < 1 est univalente dans ce disque. 


32.29. Soient 
— << <<< + =, O<x<il. 


Montrer que toute branche de la fonction analytique 
ÎG-a)-4 -a)-4- 7 -4E - a)-"dt 
0 


régulière dans le demi-plan Im z-0 est univalente dans ce demi-plan. 
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32.30. Soit /(z) une fonction non identiquement constante régulière dans 
un domaine D, et supposons que son module conserve inchangée sa valeur 
sur toute la frontière du domaine D. Montrer que la fonction f(z) est uni- 
valente dans le domaine D si elle est univalente en chacun des points de ce 
dernier. 

Indication. Voir les problèmes 23.07 et 26.33. . 

32.31. Soit /(z) une fonction régulière dans un domaine D et en chaque 
point à distance finie de la frontière de ce domaine, et supposons que la 
fonction Re /{z) soit égale à zéro en chaque point à distance finie de la 
frontière du domaine D et différente de zéro dans ce domaine. Montrer 
que la fonction f(z) est univalente dans le domaine D si elle est univalente 
en chaque point de ce domaine. 

Indication. Voir le problème 26.29. 


* * * 


32.32. Soit fa)=2+ cz une fonction régulière et univalente pour 
nul 
1<]z| <<. Montrer l'inégalité ci-dessous: : 


S'nlcl?=1. 
nl 


Indication. Utiliser le résultat du problème 9.19 et le fait que la grandeur 


lim {[S(r, R)-xR°]=0otr), où S(r, R) représente l’aire de l’image de la cou- 
Pis 


ronne r<|z|<R par l’application w=/f{(z), est égale à l’aire de la partie 
du plan des w qui ne fait pas partie de l’image du domaine |z| -r (pour 
cette raison, elle est positive). 

32,33. Soit /(z) la fonction du problème 32.32. Montrer que pour tout 


n=1, 2, 3, ... l'inégalité |c,| <= est vérifiée et que l'égalité |c,| os 
Yn Ym 
n’est possible que si 
en 
f(@)=z ' CES , 


où « est une constante réelle. 
32.34. Soit g(z)=z+ Das une fonction régulière et univalente dans le 


disque |z| <1. Montrer que l&| <2 et que l'égalité n’est possible que si 
g(z)= (1 + ze)? 


où « est une constante réelle. 
Indication. Appliquer le résultat du problème 32.33 à la fonction 


1 
1 -| 35 
(voir également le problème 32.09). 


X * x 
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32.35. Soient f,(z) des fonctions régulières et univalentes dans un do- 
maine D, et supposons que la suite { f,(z)} converge uniformément vers une 
fonction f(z)zconst en chaque partie fermée du domaine D. Montrer que 
la fonction /(z) est univalente dans le domaine D. 

32.36. Soient 


f(e)=2+ 2 dmz-" 


des fonctions régulières et univalentes dans le domaine 1 <|z| <>. Montrer 
que de la suite {/A(z)} on peut tirer une sous-suite, qui converge pour 1 < 
<|z| <>, et que la limite de cette sous-suite est une fonction univalente 
dans le domaine |z| 1. 

Indication. Voir les problèmes 12.12 et 32.32. 

32.37. Soient 


Em(2)=z+ D atm)zt 
næ2 


des fonctions régulières et univalentes dans le disque |z|< 1. Montrer que 
de la suite {g_(z)} on peut tirer une sous-suite, qui converge uniformément 
en chaque disque |z| <r< 1, et que la limite de cette sous-suite est une fonc- 
tion univalente dans le disque 1z| <1. 


RÉPONSES 


32.01. 
1. Oui. 2. Non. 3. Oui. 4. Non. S. Oui. 6. Oui. 7. Oui. 


32.15. 
Ralz4 
TZ 


32.26. 
Non. Exemple : f(z)=2 (D :Iimz>-1). 


$ 33. Fonction homographique 


La fonction 
az+b 
WG)= ra? 
où a, b, c, d sont des constantes vérifiant la condition 
ad-bcx0, 


est appelée fonction homographique, tandis que l'application qu’elle réalise 
est nommée application homographique. 


33.01. Soit w(z) une fonction homographique arbitraire, et soient :;, 
Zo, Za, Za Quatre points deux à deux distincts du plan complexe élargi. Notons 
Wi=W(zx), Kk=1, 2, 3, 4. 
Montrer que 
Wai—W WW _ Z-21,272 
W,—We WW Zi 2 Ze 
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33.02. Montrer que chaque fonction homographique w{z) vérifie l’équa- 
tion différentielle 2w°w°°° = 3(w""})°. 

33.03. Montrer que les lignes de niveau du module d’une fonction 
homographique sont des circonférences ou des droites. 

33.04. Montrer que les lignes de niveau de la partie réelle d’une fonction 
homographique sont des circonférences ou des droites. 

33.05. Montrer que l’image d’une circonférence par une application 
homographique est une circonférence ou une droite. 

33.06. Montrer que l’image d’une droite par une application homographi- 
que est une circonférence ou une droite. 

33.07. Montrer que l’image anticipée d’une droite par l'application 
w +2 est une circonférence (ou une droite) passant par le point z= -£ | 

Deux points z, et z, sont dits symétriques par rapport à une droite C s’ils 
se trouvent sur une perpendiculaire à la droite C, de côtés opposés, et si 
leurs distances à cette droite sont égales. 

Deux points z, et z, sont dits symétriques par rapport à une circonférence 
C s'ils se trouvent sur une demi-droite sortant du centre de la circonférence 
C, de côtés opposés, et si le produit de leurs distances au centre de la cir- 
conférence C est égal au carré du rayon de cette circonférence (le point z= 
est le symétrique du centre de la circonférence). 


33.08. Trouver le point a* symétrique du point a par rapport à la droite 
Re (e-#(z-2))=0. 

33.09. Trouver le point a* symétrique du point a par rapport à la circon- 
férence |z— z,| = R. 

33.10. Soient z, et z, deux points distincts et symétriques par rapport 
à une droite C. Montrer que chaque circonférence passant par les points 
z. et z, coupe la droite C à angle droit. 

33.11. Soient z, et z, deux points distincts et symétriques par rapport 
à une circonférence C. Montrer que chaque circonférence passant par les 
points z, et z, coupe la circonférence C à angle droit. 

33.12. Soient w(z) une fonction homographique arbitraire, C une cir- 
conférence (ou une droite) arbitraire et z,, z, deux points symétriques par 
rapport à la circonférence (ou à la droite) C. Montrer que les points w{(z,) 
et w(z.) sont symétriques par rapport à l’image de la circonférence (ou de 
la droite) C par l’application w = w{(z). 

33.13. Montrer que l’équation d’une circonférence de rayon R, jouissant 
de la propriété que deux points donnés z, et z, sont symétriques par rapport 
à elle, peut être écrite sous la forme 


Z—Z = V4R?+ ÎZe—2,l7+1z-2 
z-2|. 2R ° 


33.14. Trouver la condition qui doit être vérifiée par les points z,, z°Ï, 
Z:, Z2 afin qu’il existe une circonférence (ou une droite) par rapport à la- 
quelle les points z, soient les symétriques des points z* (k=1,2 


*X X * 


33.15. Soient z,, z,, z, trois points deux à deux distincts de même que 
les points w,,w,, w.,. Montrer qu’il y a une fonction homographique unique 
w=w(z) pour laquelle w(z;)=w; (k=1, 2, 3), et que cette fonction w{z) 
vérifie l’équation 


W(z)—Ww, WW 2-27 2-2 


33.16. Montrer que la forme générale d’une application homographique 
z—a 
1 — za ? 
où a est un point arbitraire du disque |z] <1, « étant une constante réelle 
arbitraire. 

33.17. Montrer que la forme générale d’une application homographique 
du demi-plan Im z=-0 sur le disque |w] < 1 est donnée par la formule 


du disque |z| —< 1 sur le disque |w]| < 1 est donnée par la formule w=e" 


w=es2 72 


z-a ? 


où a est un point arbitraire du demi-plan Im = -0, « étant une constante 
réelle arbitraire. 

33.18. Montrer que la forme générale d’une application homographique 
du demi-plan Im z-0 sur le demi-plan Im w 0 est donnée par la formule 


w = , OÙ a, b, c, d sont des constantes arbitraires vérifiant la condition 


ad-bc=1]1. 
33.19. Trouver la forme générale des applications homographiques des 
domaines ci-dessous : 


1. Du disque |z-2,] <R sur le disque |w]|<1. 

2. Du disque |z| <R sur le demi-plan Im w 0. 

3. Du demi-plan Re z 0 sur le disque |w]| <]1. 

4. Du demi-plan Re z -0 sur le demi-plan Re w -0. 


* * X 


33.20. Montrer que toute représentation conforme de tout le plan 
complexe sur tout le plan complexe est une application linéaire. 

33.21. Montrer que toute représentation conforme de tout le plan 
complexe élargi sur tout le plan complexe élargi est une application ho- 
mographique. 

33.22. Soit w(z) une fonction méromorphe dans un domaine D. Dé- 
montrer les assertions suivantes : 

1. Si l’image de tout segment de droite (situé dans le domaine D) par 
l’application w = w(z) est un segment de droite, alors w(z) est une fonction 
linéaire. | 

2. Si l’image de tout segment de droite (situé dans le domaine D) par 
l'application w = w(z) est un arc de circonférence ou un segment de droite, 
alors w(z) est une fonction homographique. 
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d| 
mt 
applications homographiques du Fo L> | < R sur lui-même, c’est-à-dire 
que pour toute application w = w{(z), l'égalité ci-dessous a lieu : 
|dw| |dz| 
R=]|wf — RE= FE (w= w(z)). 


33.24. Montrer que la grandeur el est invariante par rapport aux 


applications homographiques du Gr Im z -0 sur lui-même. 
33.25. Montrer que la grandeur ———— 


33.23. Montrer que la grandeur = est invariante par rapport aux 


> L FE est invariante par rapport aux 


applications homographiques du type w — _ = , Où À, B sont des nombres 


complexes arbitraires qui ne s’annulent pas simultanément (par rapport à la 
rotation de la sphère de Mu 


33.26. La grandeur ÀA(C)= Je Ge est appelée longueur non-euclidienne 


|z 5 
d’une courbe C, située dans Te disque |z\<1i, par rapport à ce disque. 
Montrer que la longueur non-euclidienne de la courbe est conservée pour 
toutes les applications homographiques du disque |z| <1 sur lui-même, 
c’est-à-dire que la longueur non-euclidienne de la courbe C est égale à la 
longueur non-euclidienne de son image par ces applications. 

33.27. La grandeur 


c(D)= Je D; (G=Rez y=Im2) 


est appelée aire non-euclidienne d’un domaine D par rapport au disque. 
|z1<1. Montrer que l'aire non-euclidienne par rapport au disque |z| <1 
est invariante pour toute application homographique de ce disque sur lui- 
même (c’est-à-dire que l’aire non-euclidienne de chaque domaine situé dans 
le disque |z|<1 est égale à l’aire non-euclidienne de son image par ces 
applications). 

33.28. Soit w(z) une fonction méromorphe dans le disque |z| <1, et 
supposons que l’aire non-euclidienne par rapport au disque |zl<1 de 
chaque domaine situé dans ce disque soit égale à l’aire non-euclidienne (par 
rapport au même disque) de son image par l’application w=w{(z). Montrer 
que w{z) est une fonction homographique qui applique le disque 1z| < 1 sur 
lui-même. 

Indication. Voir les problèmes 8.55 et 9.24. 


x *X x 


Pour traiter certaines questions, il est commode de représenter les valeurs 
d’une fonction homographique w(z) par les points du même plan des z. 
Dans ces cas, on a affaire à une transformation homographique du plan 
complexe élargi, et les symboles utilisés sont un peu différents. 
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La transformation homographique proprement dite est désignée par 
une lettre quelconque, par exemple 7 (sans indiquer l’argument). Par le 
symbole Tz on désigne le résultat obtenu en appliquant la transformation 
homographique T au point z. 

Pour les transformations homographiques, la multiplication est définie 
comme suit : 

On appelle produit T,T, de la transformation homographique T, par 
la transformation homographique T, une transformation obtenue en réalisant 
successivement d’abord la transformation T, , ensuite la transformation 7. 


33.29. Montrer que le produit T,7, de la transformation homographique 
T, par la transformation homographique T, est aussi une transformation 
homographique. 

33.30. Dire si la multiplication des transformations homographiques 
est commutative, c’est-à-dire si l'égalité T,7,=T,T, est toujours vérifiée. 

33.31. Montrer que la multiplication des transformations homographi- 
ques est associative, c’est-à-dire que l'égalité T;(T,7:) = (T,7,)T, a lieu quelles 
que soient les trois transformations homographiques T,;, T,, T:. 

33.32. Soit E une transformation homographique identique (corres- 
pondant à une fonction w(z) =z). Montrer que les égalités TE=ET=T sont 
vérifiées pour toute transformation homographique T. 

33.33. Montrer que, pour toute transformation homographique T, il 
existe une transformation homographique inverse T-! jouissant de la proprié- 
té TT-1=T-IT=-E, où E est une transformation identique (c’est-à-dire 
Ez =z pour tous les z). 


Pour tout n entier, le symbole Test défini par les égalités suivantes : 
T:2:T (n =0); 
Cr) 


n fois 
Ta4E (n =0); 
T-1...T-1 (n<0) 
—n {fois 


(ici, E est une transformation identique, T-! étant la transformation inverse 
de la transformation T). 


33.34. Trouver la transformation 7” si les transformations T sont dé- 
finies par les formules suivantes : 

1. Tz=z+4A. 2. Tz=Kz+(1-K)2. 

Tz-2z, _,, z-2 

* Tz-72 2-27 7 4. Tee, À Z— 2 

(ici, 4, K, Zo, Z1, Z2 SOnt des constantes complexes arbitraires, mais z, #2). 

33.35. Trouver les points limites des suites {a,} : 

Ë 


1. a, =0, Qn+1= (n=1, 2, ...). 


na — 2i 
2. a,=0, an = 2 ES (n=1, 2, ..….) 
0, 2@+Dant1-2 (n=1, 2, ..….). 


Le à HT Dont A2+ 1) 
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Le point a est appelé point fixe d’une transformation homographique 
T si Ta=a. 


33.36. Démontrer les assertions suivantes : 

1. Chaque transformation homographique a au moins un point fixe 
@ distance finie ou à l’infini). 

2. Chaque transformation homographique non identique a au plus 
deux points fixes. (à distances finies ou à l’infini). 

33.37. Montrer qu’une transformation homographique T qui a un point 
fixe unique a vérifie l’équation 


1 1 
Tz-a z-a 


+ À 


pour a # >, tandis que pour a= +, elle est de la forme 
Tz=z+4A 
(dans les deux cas, À est une certaine constante complexe). 
33.38. Montrer qu’une transformation homographique T, qui a deux 
points fixes distincts et à distances finies a et b, vérifie l'équation ii , 
z—a 


Tz-b 
= z—b ? 


33.39. Soient K—1, -=<œ<=, a et b étant deux nombres complexes 
distincts arbitraires. Définissons la famille de transformations homographi- 


ques {7"*} par l'égalité = K° — . Montrer que, pour toute valeur 


réelle de «, le point T“z, se trouve sur la circonférence passant par les points 
a, b et z. 

33.40. Montrer que toute transformation homographique vérifiant 
l'équation T"=E (ici, E est une transformation identique, m=1 étant un 


où K est une certaine constante complexe. 


entier) vérifie la relation = K — , OÙ a, b, K sont des constantes 
complexes et K7=1. 
RÉPONSES 
33.08. 
am 7,—e(a-2,). 
33.09. 
== —. 
ä— 2 
33.14. 
Ve D VU 
2721 222 
33.19. 
z—a 
1. W = RE, la — < —<A<—, 
R°-(z-2)(@G- 2) ds 
aRek-@œ 
FT Rens ? Ima>0, —<Ase, 


3. PE Rea>0, —-=<a<e. 
z+a 


ib 
w TT? , ima=Imb=imc=Imd=0, ad+bc=1. 
icz+ d 
33.30. 
Non. Exemple : Tiz=2+1, T.=—-1]/z. 
33.34. 


1. TMzmztnA. 2. Tize KNz+(1- KA)2. 
3. La transformation Tñ est définie par la formule 
1 
Trz-2 pe 25 
4. La transformation T7 est définie par la formule 
Tnz— 2, xn Z-Z 


+ 14. 


Tnz - 2. Z— 2e 

33.35. 

1. Trois points : 0, —-1, —-i. 2. Un seul point : 2. 3. Tous les points de l'axe 
imaginaire. 
$ 34. Principe de symétrie 

La résolution des problèmes qui suivent implique l’utilisation du prin- 
cipe de symétrie dont la formulation simplifiée dit: 

I. Soit D un certain domaine dont la frontière contient l’intervalle y de 
l’axe réel. Désignons par D* le domaine symétrique du domaine D par 
rapport à l’axe réel. On suppose qu’une ‘fonction /(z) vérifie les conditions : 

a) f(z) est régulière dans le domaine D et continue dans sa fermeture ; 

b) Im/f(z)=0 (ze). 

Alors, la fonction /{z) peut être prolongée analytiquement, à travers 
l'intervalle y, du domaine D dans le domaine D*, et la formule /,(z) =/f(2) 
(ze D*) est vraie pour la fonction /f,(z) qui réalise ce prolongement analyti- 
que. 

Beaucoup de notations du théorème I seront utilisées dans les problèmes 
ci-après. 


34.01. Supposons que la condition b) du théorème I soit remplacée 
par l’une des conditions suivantes: 

1. Re f(z)=0 (zey). 2. Re f(z)=Im /(z) (zey). 

3. Imf(z)=1 (zey). 4. argf(z)=a (ze). 
Montrer que la fonction f{z) peut également être prolongée analytiquement 
dans le domaine D* à travers l’intervalle y et trouver la formule pour la 
fonction /,(z) qui réalise ce prolongement analytique. 

34.02. Soit D un domaine qui ne contient pas de points situés sur l’axe 


réel, et supposons qu’une fonction f(z) vérifie les conditions du théorème I. 
Montrer que la fonction F(z) définie par les égalités 


JG) (GEeD+y), 
FD-|T (2€ D*) 
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réalise le prolongement analytique de la fonction f(z) dans le domaine 
obtenu par réunion des domaines D et D* et de l'intervalle y. 

Mais si la fonction /(z) est univalente dans le domaine D et n’y prend 
pas de valeurs réelles, montrer que la fonction F{(z) est univalente dans le 
domaine D + D* +. 

Nota. Au début du paragraphe 32 on donne Ia définiticn de l’univalence 
dans un domaine et en un point. 

34.03. Soit f(z) une fonction régulière pour Imz=-0, continue pour 
Jm z=0 et qui prend des valeurs réelles sur l’axe réel. Montrer que la fonc- 
tion f(z) peut être prolongée analytiquement dans tout le plan complexe. 

34.04. Soit f(z) une fonction régulière pour 0-<Re z=]1, continue pour 
0O<Rez= 1 et qui prend des valeurs réelles sur les droites Rez=0et Rez=1. 
Montrer que la fonction /{(z) peut être prolongée analytiquement dans tout 
le plan complexe et que la fonction F(z) qui réalise ce prolongement ana- 
lytique vérifie la condition F(z +2) = F(z). 

34.05. Soit /(z) une fonction régulière pour 0<Im z<]1, continue pour 
0<Im z=<1 satisfaisant aux conditions 


Ref(z)=0 fImz=0) ; Im/(z)=-0 (Imz=1). 


Montrer que la fonction f(z) peut être prolongée analytiquement dans tout 
le plan et que la fonction F(z) qui réalise ce prolongement analytique vérifie 
la condition F(z+2i)= — F(z). 

34.06. Soit /(z) une fonction régulière dans le rectangle 


|Im zl<h, 0O<Rez<l1, 


continue dans la fermeture de ce rectangle, satisfaisant aux conditions 

Im /(z)=0 (Re z=0, |Imz|<h); 

Im /(z)=1 (Rez=1, |Im z| <h). 
Montrer que la fonction /{z) peut être prolongée analytiquement dans la 
. bande |Im z| <h et que la fonction F{z) qui réalise ce prolongement est de 
la forme iz + F,(z), où la fonction F,(z) est régulière dans la bande |Im z| < 
<h et périodique de période 2. 

34.07. Soit /{z) une fonction régulière dans la demi-couronne 
op<|z|l<R, Imz-0, 

continue dans la fermeture de cette dernière et qui prend des valeurs réelles 
sur les segments (—R, —0) et (e, R). Montrer que la fonction f(z) peut 
être prolongée analytiquement dans la couronne p<|z| <R en une fonction 


régulière dans cette couronne. 
34.08. Soit /(z) une fonction régulière dans la demi-couronne 


p<|zI<kR, Imz-0, 
continue dans la fermeture de cette dernière, satisfaisant aux conditions 
Im/f(z)=0 (-R<z<-p) ; Ref(z)=0 (p<z<R). 


Montrer que la fonction f{z) peut être prolongée analytiquement le long de 
n’importe quel chemin situé dans la couronne p<|z| <R et qu’à la suite 
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de ce prolongement on obtient une fonction analytique dans cette couronne 


du type g(z)Vz, où la fonction g(z) est régulière dans la couronne p <z] <R. 
34.09. Soit /(z) une fonction régulière dans la demi-couronne 


p<|zi<kR, Imz=>0, 
continue dans sa fermeture, et qui satisfait aux conditions 
Ref(z)=0 (o=z<R) ; Ref(z)=-h (-R<z<-p). 
Montrer que la fonction f(z) peut être prolongée analytiquement le long de 


n’importe quel chemin contenu dans la couronne p<|z|<R et qu’à la 
suite de ce prolongement on obtient une fonction analytique dans cette 


couronne du type g(2)+2 In z, où g(z) est une fonction régulière dans la 


couronne p<|z| <R. 
34.10. Soit /(z) une fonction régulière dans le secteur de couronne 


p<IzI<R, O<argz<a (0<x<2x), 
continue dans sa fermeture, satisfaisant aux conditions 
Im/(z)=0, (argz=x, p<izi<R ; Imf(z)=0 (<z<R). 
Montrer que la fonction /f(z) peut être prolongée analytiquement le long 
de n’importe quel chemin contenu dans la couronne p<]|z| <R et qu’à la 
suite de ce prolongement on obtient une fonction analytique dans cette 
couronne du type g(z*"*), où g(£) est une fonction régulière dans la couronne 
gs < 10] < RT°, 
34.11. Soit /(z) une fonction régulière dans le secteur de couronne 


p<|zl<R, O<argz<zx/n (n=1 entier), 
continue dans sa fermeture, satisfaisant aux conditions 
Re f(z)=0 (b<IzI<R, argz=0) ; 
Re {e-"#" f{z)}=0 (p<1zi<R, arg z=x/n). 


Montrer que a fonction f(z) peut être prolongée analytiquement dans la 
couronne p<|z| <R en une fonction régulière dans cette couronne. 


% x * 


34.12. Supposons satisfaites toutes les conditions du théorème I (voir 
le début du présent paragraphe), sauf la condition b) qui est remplacée par 


une autre que voici : 
IfG)I=1 (er). 


Notons a,, ..., an les zéros de la fonction /(z) dans le domaine D. Montrer 
que la fonction f(z) peut être prolongée analytiquement à travers l'intervalle 
7 du domaine D dans le domaine D* privé des points &,, ..., 4m, et que 
la formule f,(z)= 1/f(z) (ze D*) est valable pour la fonction /,(z) qui réalise 
ce prolongement. 
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Indication. Appliquer le théorème I à la fonction 
_:4@-1 
8G)= ir - 


34.13. Supposons satisfaites toutes les conditions du théorème I, sauf 
la condition b) qui est remplacée par une autre que voici: 


If) -b1=R (zey). 


Notons a,, ..., dm les Zéros de la fonction f(z)-b dans le domaine D. 
Montrer que la fonction /{z) peut être prolongée analytiquement à travers 
l'intervalle y du domaine D dans le domaine D* privé de points &,, ..., &n, 
et que la formule 


F° * 
fG)=b+= (ze D ) 


est valable pour la fonction /(z) qui réalise ce prolongement. 

34.14. Soit f(z) une fonction régulière dans un domaine D et continue 
jusqu’à sa frontière, qui contient l’arc y de la circonférence |z| =1, prenant 
des valeurs réelles sur cet arc. Montrer que la fonction f(z) peut être pro- 
longée analytiquement à travers l’arc y, du domaine D dans le domaine D* 
(le symétrique de D par rapport à la circonférence |z| = 1). Montrer que la 
formule 


1 
A@=f (7) Ge) 
est valable pour la fonction /,(z) qui réalise ce prolongement. 


34.15. Soit /(z) une fonction régulière dans le secteur de couronne 
1</ZI<R, aœx<argz<B, 


continue dans sa fermeture, satisfaisant aux conditions: 
Imf(z)=0 (Izi=1, «x<argz</f); 
Ref(z)=0 (Izi=R, x <arg z<f). 
Montrer que la fonction f{z) peut être prolongée analytiquement dans 
l'angle «<arg z<B et que la fonction F(z) qui réalise ce prolongement 
vérifie la relation F(R°z=) = — F(z). 
34.16. Soit /(z) une fonction régulière dans la demi-couronne 


p<|zl<kR Imz=>0, 
continue dans sa fermeture, satisfaisant aux conditions: 
Im/f(z)>0 (p<Izi<R, Imz-0); 
[f()1=1 (—-R<z< -0p); 
JG)I=r (@-<z<R). 


Montrer que la fonction f(z) peut être prolongée analytiquement le long de 
n'importe quel chemin contenu dans la couronne p <|z| < R et qu’à la suite 
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de ce prolongement on obtient une fonction analytique dans cette couronne 


u 
du type z7 e(2), où g(z) est une fonction régulière dans la couronne 
p<[z|<R. 
34.17. Soit /(z) une fonction régulière dans le demi-disque ]z1 < 1, Im z- 
>0, continue dans sa fermeture, satisfaisant aux conditions : 


O=<Im /(z) < 1 (1Z1<1, Im z>0); 
Im/(z)=0 (0-z<1); 
If(&)-il=1 (-1-2z<0). 


Montrer que la fonction f(z) peut être prolongée analytiquement Île long de 
n'importe quel chemin contenu dans le domaine 0 <]|z|< 1 et qu'à la suite 
de ce prolongement on obtient une fonction analytique dans ce domaine 


du type TE , Où g(z) est une fonction méromorphe dans le disque 
|zI < 1. 

34.18. Soit f(z) une fonction régulière dans le demi-disque |z| <1, 
Im z-0, continue dans sa fermeture, et supposons qu’elle vérifie les con- 
ditions: 

O=Im/(z)-<cos & (1z1<1, Imz-—0); 
Im /(z)=0 (0--z<1); 
|f(z)- ie“ =1 (—-1<z<0); 
—7r/2<ax<xr/2, x x0(. 


Montrer que la fonction /{z) peut être prolongée analytiquement le long 
de n’importe quel chemin contenu dans le domaine 0<]z| <1 et qu’à la 
suite de ce prolongement on obtient une fonction analytique dans ce do- 
maine du type SRE , Où g{z) est une fonction méromorphe dans le 
disque 1z| <]1. 


x x * 


Dans les problèmes où la fonction prolongée à l’aide du principe de 
symétrie est donnée comme une certaine représentation conforme, les for- 
mulations sont plus simples. En partie, cela s’explique par le fait que la 
continuité de la fonction prolongée jusqu’à la frontière du domaine résulte 
directement du théorème de correspondance des frontières lors d’une rep- 
résentation conforme : 

Si une fonction f(z) établit une représentation conforme d’un domaine D 
sur un domaine D, , ces deux domaines étant finis et bornés par des courbes 
simples fermées, la fonction f(z) est uniformément continue dans le domaine D 
et'elle peut être prolongée en continuité dans la fermeture de ce domaine. 


34.H. Soit /(z) une fonction qui réalise une représentation conforme du 
rectangle |Re z| <h, [Im z| <h’ sur un disque quelconque (ou sur un demi- 
plan). Montrer que le prolongement analytique de là fonction /{z) est une 
fonction méromorphe dans tout le plan et périodique de périodes 4h et 4ih'. 
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34.20. Soit f{z) une forction qui réalise une représentation conforme 
du secteur 
Izl<1, O<argz-<xr/n 


sur un triangle ayant les mêmes sommets 0, 1, e"/ de façon que ces sommets 
restent fixes. Montrer que la fonction f{z) peut être prolongée analytiquement 
dans le disque |z] <1 et que la fonction F(z) qui réalise ce prolongement 
analytique établit une représentation conforme du disque |z|<1 sur un 
2n-gone régulier (de centre 0 et ayant au point 1 un de ses sommets). 

34.21. Montrer que toute représentation conforme d’un disque sur un 
disque (ou sur un demi-plan) est une application homographique. 

34.22. Montrer qu'il n'y a pas de fonction qui réalise une représentation 
conforme de la couronne 1 <1z| < R, sur ta couronne 1 <|z| <R, si seule- 
ment R,#R,. 

34.23. Soit /(z) une fonction qui réalise une représentation conforme du 
demi-plan Im z-0 sur un domaine défini par les inégalités suivantes: 


. 
=. 


> 


Imw=>0, 0O-Rew=<Il, \w-2 
Montrer que le prolongement analytique de la fonction f(z) aboutit à une 
fonction F(z) qui est analytique dans tout le plan complexe élargi privé de 
trois points (images anticipées des points 0, 1 et =). 

34.24. Montrer que, pour tout élément de la fonction analytique F(z) 
citée au problème 34.23, l'inégalité Im F(z) -0 est vérifiée. 

34.25. Montrer qu’une fonction w(z) qui réalise une représentation con- 
forme d’un domaine défini par les inégalités 


2] 2 


Imz>-0, 0O<Rez=<l1, 


sur le demi-plan Im w=—0 peut être prolongée analytiquement dans tout 
le demi-plan Im z-0 et que la fonction qui réalise ce prolongement analy- 
tique vérifie la relation 


W(z+2)=-W(z), W EE j = W(2). 


34.26. Soit w=/f(z) une fonction quelconque qui réalise une représenta- 
tion conforme du demi-plan Im z 0 sur un domaine défini par les inégalités : 
1 


nn > — 
21 2° 


Imw=0, 0O<Rew=<I1, 
de façon que f(0) =0, /{1) = 1, f()= +. Montrer que la fonction f(z) vérifie 
l'équation différentielle 


> {© à | S'@T _2-2+1 
JG) S'G@)S 2-1 


Indication. Voir les problèmes 34.23 et 33.02. 


X * *X 
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Une courbe C est appelée courbe analytique (parfois on l’appelle courbe 
analytique régulière) si elle a au moins une équation paramétrique de la 
forme z=œ(t), a-=t=b, possédant les propriétés suivantes: 

1. La fonction o(t) est régulière dans un certain domaine contenant 
l'intervalle (a, b) et continue sur le segment [a, b]. 

2. La fonction q'(t) n’est pas nulle dans l'intervalle (a, b). 

Une courbe C est appelée courbe analytique fermée si elle a au moins 
une équation paramétrique de la forme z={t), a=t=b, possédant les 
propriétés suivantes: 

1*. La fonction y(#) est régulière dans une certaine bande |Im f| <n et 
périodique de période b — a. 

2*. La fonction y‘(r) est différente de zéro pour des t réels. 


34.27. Montrer qu’une courbe C, qui a pour équation naturelle z=®(s), 
O=<s=</ (voir la définition qui précède le problème 3.29), est une courbe 
analytique si, et seulement si, la fonction ®(s) est régulière et univalente 
dans un certain domaine D contenant l'intervalle (0, P). 

34.28. Montrer qu’une courbe fermée C, qui a pour équation naturelle 
z=®(s), 0=s=lI, est une courbe analytique fermée si, et seulement si, la 


fonction 
14 - 
est régulière et univalente dans une certaine couronne 
1—-e<l0| <1+e. 


Deux points a et a* sont appelés symétriques par rapport à une courbe 
analytique C, qui a pour équation naturelle z=@®(s), 0 <s—< 1, si leurs images 
anticipées par l’application z-®(s) sont symétriques par rapport à l’axe réel. 

Etant donné que la fonction analytique ®(s) et sa fonction inverse 
peuvent ne pas être uniformes, la détermination des points symétriques par 
rapport à la courbe analytique ne peut pas être correctement effectuée que 
si l’on indique un domaine déterminé D de régularité et d’univalence de la 
fonction @(s). En outre, ce domaine doit être symétrique par rapport à l’axe 
réel. 


34.29. Soient C une courbe analytique dont l’équation naturelle est 
z=®(s),0<s=</, D un domaine symétrique par rapport à l’axe réel contenant 
l'intervalle (0, 7) qui est domaine de régularité et d’univalence de la fonction 
®(s), et G l’image du domaine D par l’application z=®(s). Introduisons les 
notations suivantes: 


D-: la partie du domaine D située au-dessous de l’axe réel; 
D+: la partie du domaine D située au-dessus de l’axe réel; 
G-: l’image du domaine D- par l’application z=®(s); 
G* : l’image du domaine D* par l’applioation z=@®(s). 


Démontrer les assertions suivantes: 
1. Si une fonction /(z) est régulière dans le domaine G*, continue dans 
sa fermeture et prend des valeurs réelles sur la courbe C, elle peut être 


311 


prolongée analytiquement dans tout le domaine G, la fonction F(z) qui 
réalise ce prolongement étant donnée par la formule 


J@) GeG*t+0), 
rD-{ 7 (2€G-). 


2. Soit f(z) une fonction régulière dans le domaine G*, continue dans 
sa fermeture, satisfaisant sur la courbe C à la condition 


IfG)1=1 (EC). 
Alors, la fonction 
CON SRE 
1/f(z*) (z2€G-) 


est méromorphe dans le domaine G (et de cette façon elle réalise le prolonge- 
ment analytique de la fonction f(z) dans ce domaine). 

3. Soit /(z) une fonction régulière dans un certain domaine B et continue 
jusqu’à sa frontière qui contient l'intervalle y de l’axe réel. Si la fonction 
(2) prend dans le domaine B des valeurs appartenant au domaine G, et si 
dans l’intervalle y elle prend des valeurs appartenant à la courbe C, alors 
elle peut être prolongée analytiquement à travers l'intervalle y du domaine 
B dans le domaine B* qui est le symétrique de B par rapport à l’axe réel. 
Dans ce cas, la fonction /,(z) qui réalise le prolongement est donnée par 


la formule 
fG)=(JG)" (GEB*) 
ee (f{(2))* désigne un point symétrique du point /(z) par rapport à la courbe 


34.30. Soit P(x, y) un polynôme à ses indéterminées, et soit C une courbe 
analytique telle que, pour chaque point ze C, l'égalité P(Re z, Im z)=0 ait 
leu. Montrer que n’importe quel couple de points z et z* symétriques par 
rapport à la courbe C vénifient l'équation 


Z+z* z°-7 
P(#e, 7; ]=0 


34.31. En s'appuyant sur le résultat du problème 34.30, trouver l’ex- 
pression du point z* par son symétrique z par rapport aux courbes: 


1. C: 1z-z1=R 2. C : }y°=2px. 
3. C: Iz2+1|=R, R>1. 4 C: Iz?+1]=R, R<I1. 


: I = . ÿ _ >0> 
5.0. À 2412, R>-2 6: EC: st=la b =0. 


34.32. Soit C la lemniscate +1) V2 (la courbe supérieure). Montrer 


que le domaine G (voir le problème 34.29) peut être représenté par le demi- 
plan Imz=0 muni d’une coupure suivant lj’arc de circonférence |z|=1, 
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5 <arg 2<7 , et qu’en choisissant de cette façon le domaine G, la formule 


ci-dessous pour le point z*, qui est le symétrique du point z par rapport à la 
courbe C, est valable: 


2 _2+Vr- GI; 


(pour le radical, on choisit la branche égale à i pour z= 0). 
34.33. Soit w(z) une fonction qui réalise une représentation conforme de 


l'extérieur de la courbe supérieure de la lemniscate 2+2]-V2 sur le do- 


maine |w| — 1 de façon que le point = reste fixe. Montrer que: 
]. La fonction w(z) peut être prolongée analytiquement dans tout le 


plan des z muni d’une coupure suivant l’arc de circonférence 1z| = 1. 5 
2x 
<arg z=< 7 ë 
2. Aux points z,=e""* et z,=el" ]a fonction w(z) présente des points 
de ramification d’ordre 2. 
34.34. Soit w(z) une fonction qui réalise une représentation conforme du 
domaine 


É+%<1 (x=Re z, y=Imz, a-b-0) 


sur le demi-plan Im w 0. Montrer que la fonction w{z) peut être prolongée 
analytiquement dans le domaine 


x? y . 7 : 
où 
æ+b 2ab 
= , b, = e 
a —b? a —b? 
RÉPONSES 
34.01. 


1 AG) -/@). 2 A@)=ifQ). 
3. f(2)=2i+fE). 4. f(2)=e2f(). 


34.31. 


R 
1. Re 2. z*=2-2p+2Yp?-2pz. 
0 


KR? KR: 
3. Z°=U ——-1. a.) 1 


re a 
RE VRE-AI+FF 

2(1+7) | 
7 Z(a°+b7)+2abV=+b-& 


ab 


5: 2 


6. z 
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$ 35. Recherche des applications réalisées par des fonctions élémentaires 


Dans les problèmes du présent paragraphe on rencontre un grand 
nombre de domaines dont la configuration est parfois assez compliquée. 
Certains de ces domaines sont donnés par des figures, d’autres à l'aide des 
inégalités. Compte tenu de ce fait, convenons sur certaines désignations 
destinées à abréger l'écriture. 

Par le symbole [a, b], où a et b sont des nombres complexes finis, on 
désigne le segment de droite joignant les points a et b. 

Par le symbole [a, + =], où a est un nombre réel, on désigne la demi- 
droite a=z< +, et par le symbole [ — =, a] la demi-droite -=<z=a. 

C'est pour cela que l’écriture 


D : lizl<, Im z=-0, ze[<, i]] 


signifie que le domaine D représente la moitié supérieure du disque |z| <1 
muni d’une coupure suivant le segment de droite [i/2, i], tandis que l'écriture 


D : {z6é[-+, 0]} 


veut dire que D représente le plan complexe entier muni d’une coupure 
suivant le demi-axe réel négatif. 


35.01. Soient x = Re z, y = Im z et C une constante positive. Trouver les 
images de chaque ligne des familles indiquées ci-dessous par l’application 
w=1/z : 

1. La famille de circonférences x° + y? = Cx. 

2. La famille de droites y=x+cC. 

3. La famille de droites y=Cx. 


35.02. Soient x = Re z, y=Im z. Trouver les images de chaque domaine 
des familles indiquées par l’application w= 1/z : 

1. La famille de disques x°+y?<Cx (ici, C est une constante positive). 

2. La famille de disques x° + y? Cx (ici, C est une constante négative). 

3. La famille de disques x°+y°-Cy (ici, C est une constante positive). 

4. La famille de demi-plans y -Cx (ici, C est une constante positive). 

5. La famille de disques |z — a] <R, où a est un point fixé, tandis que la 
constante positive R vérifie la condition R=|a|. 

6. La famille de disques |z-a| <R, où a est un point fixé, tandis que 
la constante R vérifie la condition R=|a|. 


35.03. Trouver l'image du disque |z — 1] <2 par les applications suivantes: 


2iz z+1 z—1 
243 - 3. Leur Ta 4. W==S < 
35.04. Trouver l’image du demi-plan Re = < 1 par les applications sui- 
vantes: 


1.w=1-—-21:z 2. w= 


1. w=(l+i)z+1. 2: Mur 3; Tr 
4z …. Z—3+i 
ur TT 
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35.05. Trouver les images des domaines D donnés ci-dessous par les 
applications indiquées : 
1. D: {Iz]<1, Imz-0}, w= = : 


z+2 
1-2 


3. D: {Iz-il-1, Imz-0}, w=} : 


2. D: {z6[-2, 1}}, w= 


2 
z-1” 


4. D: {1<Izl<2}, w= 


35.06. Rechercher les fonctions homographiques w(z) vérifiant les con- 
ditions suivantes : 
1. w(0)=4, w(l+i)=2+2i, w(2i)=0. 
2. w(0)=0, w(l+i)=2+2i, w(2i)=4. 
3. w(0)=0, w(1+i)= +, w(2i) = 2i. 
Trouver l’image du disque |z—i| <1 par les applications réalisées par 
ces fonctions. 
35.07. Rechercher les fonctions homographiques w{z) vérifiant les con- 
ditions suivantes : 
1. wGi)=2, W(æ)=1+i, w(—-i)=0. 
2. w(i)=0, w(>) = 1, W(—i)= 0. 
3. w{i)=-2, wæ)=i, W(— 5) = 2. 
Trouver l’image du demi-plan Re z -0 par les applications réalisées par 
ces fonctions. 
35.08. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme 
du domaine D sur le domaine D, en vérifiant les conditions indiquées : 
1. D: {Iz1<1}, D, : {lwl<1}, w()=0, arg w”(2) =a(Izol < 1). 
2. D: {Iz1<1}, D, : {Iwl<1}, w()=u, arg w(2)=2 (Izol <1, 
[Wol < 1). 
3. D: {Imz>0}, D, : {Iwl<1}, w(z)=0, argw(z)=a (Im z 0). 
4. D: {Imz-0}, D, : {Iwl<1}, w(z)=w, arg w(z) = (Im z, 0, 


[Wol < 1). 
5. D : {Imz-0}, D, : {Imw-0}, w(z2)=", arg w(2)=« 

(Im z, 0, Im w, 0). 
6. D: {iz<l}, Di : {lwl<1}, m)=1, WG), m(—1)= 1. 
1. D: {ide}, Di: wie}, mes w(i)-#. 


8. D : {Izl<1}, D, : {lwl<1}, »(1)=+, arg w’ ()-2 , 
9. D: {Imz-0}, D, : {lwl<1}, w(0)=i, w(—-1)=1, w(=)= -1. 
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{Im z>0}, D, : {lwi<1}, w(0)= —i, w(2i) => 

{Imz>0}, D, : {iwl<1}, w(1+5)=0, arg w'(1+i)=zx. 
{Imz>0}, D, : {Imw=—0}, w(-1)=0, w(0)=2, w1)= 
{Im z>0}, D, : {Imw=-0}, w(-1)= -2, w-2+i)=1 + 3i. 
{Imz>0}, D, : {Imw>0}, w(1+i)=i, argw(l+i)=<. 


{Iz—-1-—-il<2}, D, : {Iwl<1}, w(@)=0, arg w(i)=S> 
: {Rez=-1}, D, : {Iw|<1}, w(0)=0, arg w(0)=x. 
35.09. Trouver la forme générale de la représentation conforme des 
domainés ci-dessous sur la couronne 1-<|w|<R : 
1. |z2—-31>9, 1z-81<16. 2. |z-5|—-4, Rez=-0. 
35.10. Trouver les images des lignes ci-dessous par l’application w = z?: 
1. argz=x(-7m<a=x). 2. Rez=a (a-0). 


us 
05 5 565 5 


3. Imz=a (a>0). 4. |zl=0, larg zl <<. 


35.11. Trouver les images des domaines ci-dessous par l’application 
wW=2? : 
3x 
1. Imz=0. 2 Rez-0. 3. z<agz<—. 
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4. |z1<1, TE <arg 2<> S. Imz<-I1. 


6. Rez=>1l. 7. |z| <2, O<argz<s. 
8. Iz21>2, Rez>0. 


35.12. Trouver les images des domaines D donnés ci-dessous par l’ap- 


plication de la branche régulière de la fonction w=Yz séparée par la valeur 
de cette dernière au point indiqué : 


1. D: {Imz-0}, be. 


2. D: {Rez>0}, Vzl.:1=1. 
3. D: {z6[0, +=]}, Vzl_1= -ài. 
4. D: {z&[->, +1}} Vzls=2. 
5. D.: {Iz1<1, Imz-0}, Fu. 
2 
6. D : {z1>1, Meargz<#} ; Vzle ai. 
7. D: {((mzÿ-2Rez+l}, Vzle1= à 
8. D: {Imz-0, (Imz}-4Rez+4}, VYWzl._1=i. 
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35.13. Trouver les images des ensembles E indiqués par les applications 
correspondantes : 


e _T+ —— 

1. E : fargz=%| , W=2 
pére - 

2. E : {z1=1, 3 <argz 7 w=zZt, 

3. E : {Izl<1, Imz-0}, w=2", vf — . 

4. E : {Iz1 >4, Rez=-0}, w=2z-32, w(9)= -— 


S.E: {largzi<?, z6[0,1]), w-2 


35.14. Trouver des fonctions w(z) quelconques réalisant les représenta- 
tions conformes des domaines donnés sur les fig. 37 à 51 sur le demi-plan 
dm w=0. 

I 35.15. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme 
u domaine 
}y*>4(x+1) (x=Rez, y=Imz) 


sur le disque |w] < 1 et qui satisfait aux conditions : 
w(—-4)=0, argw(-4)=0. 


35.16. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme 
de l’angle |arg z| <zx/4 sur le disque |w] <1 et satisfait aux conditions : 


w(1)=0, argw'(1)=7. 
35.17. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme 
du demi-plan Im z>0 muni d’une coupure suivant le segment [0, i] sur le 
disque |w| < 1 et qui satisfait aux conditions : 


» (0. w(i)= = i. 


x X x 


35.18. Trouver les images des lignes ci-dessous par l'application réalisée 


1 1). 
par la fonction W=> (:+1) : 


1. [zl=1, Imz=0. 2. |z]l=1, - Tears z<-—. 
3.121=2. 4 z21=3. 5. argz=À. 
6. argz=. 
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35.19. Trouver les images des domaines ci-dessous par l'application 


réalisée par la fonction w=} (z +— |: 


lIz1>2 2e. .3. F<argz<T. 


° 4 


1 


2 z 


apr, zE[0, il. OS. Iz1<1, zéf[0, 1]. 


6. Iz1>1, z6[-2, -1], zéfl, +]. 


7. Imz=>0, z€{1z = À, 7 us ; 


8. |zl<1, Imz<oO, ze | -à —— 
9. 1zl <1, O<argz<+. 


10. 1z| <1, are Se. 


4 


- 


2 


4 4 


35.20. Trouver les images des domaines D ci-dessous par l’application 
réalisée par la branche régulière de la fonction w=z+Yz?- 1 séparée par 
la valeur de cette dernière au point indiqué (dans les égalités qui définissent 
le domaine, on pose x = Re z, y = Im z, a, b et « étant des constantes réelles) : 


1. D : 


NN HE p 
S © © 666 © 


9. D : 


É+ 2-1) (a>1), w(=)=0. 


. ci) (O<a<1), WO=i 


œ l-«æ 


: {ZE[->, —1] z6é[l, +]}, w(0)=5. 


{ze[—1, 1]}, W(æ)= >. 
{Imz>0}, w(+ie)=0. 


+ el, y>0), (>), w(+i0)=i 


- | x=0, y>0}, (o<a<3) W(+ =) =0. 


cost &æ sin’ 


: (+2 , 2€[-1Ï, 1]}, (a>1), w(+i0)= - 


Ætz-rl He y 


æ& a-! »” B? FH >) (a-b=1), w(z) - 1 pour b<z=<a. 


35.21. Montrer que l'image du domaine |z=ih| —Y1+4#k° par l’applica- 


tion D 


(z + 1) est représentée par tout le plan des w muni d’une coupure 


suivant l’arc de circonférence dont les extrémités se situent aux points 
w= +1 et qui passe par le point w=ih. 

35.22. Trouver des fonctions w(z) quelconques réalisant les représen- 
tations conformes des domaines donnés sur les fig. 52 à 67 sur le demi-plan 


Im w -0. 
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35.23. Trouver des fonctions w(z) quelconques réalisant les représen- 
tations conformes des domaines donnés sur les fig. 68 à 75 sur le disque 
|w] < 1. 


35.24. Trouver la fonction w(z) qui réalis une représentation conforme 
du demi-disque 1z| <1, Imz=0, sur le disque |w|<1 et qui vérifie les 


conditions 
i. , [4 
w (3) =0, arg w (2) =. 


35.25. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme 


du domaine 
x?—y?2<](x=Rez, y=Im2) 


sur le disque |w]| < 1 et qui vérifie les conditions w(0) =0, w(1)= 1. 

35.26. Trouver la fonct on w(z) qui réalise une représentation conforme 
du disque |z| < 1 muni d’une coupure suivant le rayon [ -— 1, 0] sur le disque 
Iw| <1 et qui vérifie les conditions 

4iy2 


w(I)=-1, w—1+0)= 8 , 
i= NP, 
35.27. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme 
de tout le plan des z muni d’une coupure suivant l’arc de circonférence 


1z1 = 1, Im z >0, sur tout le plan des w présentant une coupure suivant le 
segment [ — 1, 1] et qui satisfait aux conditions w(1) = 1, w(=)= «. 


+ x *X 


35.28. Trouver les images des domaines D ci-dessous par les applications 
réalisées par les fonctions indiquées : 


I D: {-x<Imz<0}, w=e. 

2. D: {!Imzl<zr}, w-=e. 

3. D: {IImzi-<xr/2}, w=e. 

4. D : {0<Imz<2x, Rez>0}, w=e. 

5. D : {0<Imz-<x/2, Rez-0}, w=e. 

6. D: {0<Rez-<x, Imz-0}, w=e. 

7. D: {z€6[0, ++}}, w=Ilnz, w(-1)= -xi. 

8. D : {Imz-0}, w=Inz, w(i)=xi/2. L 
9. D : {z€[-=, 0], ze[1, +=}, w=Ilnz, wi)=xi/2. 
10. D : {Iz1<1, Imz>0}, w=Ilnz, w(i-i0)= — 3xi/2. 
11. D: {Izi<1, z6[0, 1}}, w=lnz, w(-1+0)= -zxi. 

12. D : {IImzi<x/4}, w=thz. 

13. D : {0O<Rez<x}, w=tg2. 

14. D : {0<Rez<x/4}, w=ctg z. 
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{0<Rez<1, Imz>-0}, ws=tgzz. 

{0<Imz<x}, w=chz. 

{Rez=0, -1<Imz<0}, w=chzz. 

Re 0, O<Imz<li, 71 Hi}, w=ch xz. 
{Im z|<x, Rez=0}, w=shz. 

{0<Rez<2x, Imz=0}, w=sinz. 

{Rez>0}, w=In(z+#z2+1), w(+0)=xi. 
{Rez=0, Imz>0}, w=In(z+Vz+1), w(2)=0. 
{am} -(Rezÿ =) ,w=ln(z+Vz+1), w(0)=2xi. 
{z€[—+, —1], zé[l, ++]}, w=arcsin z, w(0) =0. 


© 
© © © © © 5 © 6 6 
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35.29. Trouver des fonctions w(z) quelconques réalisant les représenta- 
tions conformes des domaines donnés sur les fig. 76 à 91 sur le demi-plan 
Im w >0. 

35.30. Trouver des fonctions w(z) quelconques réalisant les représen- 
tations conformes des domaines donnés sur les fig. 92 à 97 sur la bande 
0O<Im w<I1. | 

35.31. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme 
de la bande |Im z| <x sur la bande |Im w| <x et qui satisfait aux conditions : 


w(zi) = FT W(+=)= — Ti, W(— ri) = — ©. 


35.32. Trouver les fonctions w(z) qui réalisent les représentations con- 
formes des domaines D donnés ci-dessous sur le rectangle 


0O<Rew=<1, 0<Imw=a, 
les valeurs de a 0 étant telles que les points z,, z,, Z3, z, indiqués soient 
respectivement transformés en les points 
W=0, w=I1l, w=l+ai, w,=ai, 
et déterminer la constante a : 
1. D: {1<1z/<2, Imz=0)}, 
21=!, 2=2, Z=-2, z=-1. 
2. D: {Iz-81<16, 1z-31-9, Imz-0}, 
Z1= —6, 2=12, 2=24, z,= —8. 
3. D: {3x°+4y?<12, z6[-2, 1]} (x=Rez, y-Imz), 
Z= —2+0i, z,= -1+0i, ze —-1-0i, z= -2-0Oi. 
4 D: {3x°+4y?<12, z&[-2, —-1], ze[l, 2]J} (x=Rez, y=Imz), 
Z1= —2+0i, z,= —2—0i, z,=2-—0Oi, z,=2+0i. 


x * * 
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35.33. Trouver les fonctions w(z) qui réalisent les représentations con- 
formes des domaines D ci-dessous sur le domaine |w] <1 et qui vénifient 
les conditions w(æ)= +, W(=)>0 : 

1. Domaine D : le plan des z muni d’une coupure suivant l’arc de 
circonférence |z + i ctg a| = situé dans le demi-plan supérieur (0 <a). 


| | | 1 : ] 
2. Domaine D : Iz+ictgal<——, IZ-ictgal<—— (0O<a<x). 


3. Domaine D : I2+ i ctg al <—— ,Imz>-0 (0O<ax-<x). 
1 | 1 x 
sn 2° |Z + ctg œ| ane (o<a<) s 


35.34. Trouver w'(-) pour les fonctions w(z) du problème 35.33. 


4. Domaine D : |z+ictg 2x < 


On appelle rayon conforme d’un domaine D par rapport à un point 
Z€ D le rayon du disque |w| = R sur lequel on peut réaliser une représen- 
tation conforme du domaine D par une fonction w(z) vérifiant les conditions 
(25) =0, w'(z)=1 si 2% +, et la condition w(z)- 1/z (z->) pour z,= =. 


35.35. Trouver les rayons conformes des domaines D ci-dessous par 
rapport aux points z, indiqués: 


1. D: IZl<R; ]zl<R. 2. D : Imz-0; Imz,=0. 
3. D : le disque |z| < R muni de coupures suivant les segments de droite 
‘[ret,Re!], [—re", -— Ref] (0O<r<R); z,=0. 


4. D : l'extérieur du segment de droite [a, b]; z,= ®. 
5. D : l'extérieur d’un arc de circonférence correspondant à l’angle au 
centre 2x et ayant pour extrémités les points z=a et z=b ; z= ®. 


RÉPONSES 
35.01. 


1. La famille de droites Re w= 1/C. 
2. La famille de circonférences 


2C | cy2 
3. La famille de droites Im w= - CRe w. 


35.02. 


1. La famille de demi-plans Re w=1/C. 

2. La famille de demi-plans Re w< 1/C. 

3. La famille de demi-plans 1m w< — 1/C. 

4. La famille de demi-plans Im w< - CRe w. 
S. La famille de disques 


| 1+i 1 
| 4 


| la? R 

D — C——— |, 
alalf-R?)] lal?-R° 

6. La famille de disques 


te |. AR 
| a(laf= À) | R- lol: 
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35.03. 
1. |w—-1+2%1<4. 


35.04. 
1. Rew+Iimw<3. 
3. lw|<1. 


35.05. 

LL = 0 

. —_—< W<U. 
2 "8 

3. —1/2<Imw<0. 

35.06. 


1. w=2iz+4, |w-21<2. 


_ G-z 


3. w= ——— 
z—l-i 


35.07. 


4. |w— 


2. lwl<1. 3. lw-21>4. 4. Rew<1/4. 


2. Rew-Imw<l. 
31>1. S. lwi>1. 


2. w#[0, +]. 
4. Rew>-—1, |w-—2/3| >4/3. 


2z 
2. wm——, |w-2|>2. 
z—1i 


, Re w=>0. 


” F 
1 w=(l+D 2, lw-Il>l 2 w= 7, Imw>0. 
z—i z+i 


3. wæ=2i— , |w|<2. 
z 
35.08. 
ZX (eë — W920)Z+ wo Ze” 
1. w= eiz We ————— |, 
1-2Zz (uer-2)z+1-W#,22E 
2-% Oro iele)z — 7e — irgets 
3. w=i pu ER ———— 
z-Z (+ivet)z- 2 -izmet 


Ce e)z+ ZW — Woo 


3. D ——— 
(-ek)z+zee-7 2—:= 
2z+i (S-3nz-4 i—-1-z: 
7 we—. 8. we ——. . We _. 
2—iz 4z—5S- 3 z+l+i 
z+ 1 li +2 
10. w= eh 11. w= | à 12. w= 
z+i z—1+i 1-z 
—] a 2iz+2 
13. w= * D a 
z+2 2-—: z+3-;:i 
16. WW = nr 
z+2 
35.09. 
z—3 
1. we“. , IMa=0. 2. w=26# 13° Ima=0 
z 
35.10. 


1. arg w= 24. 2. Rew= ot — (Im wY. 


] 
3. Rew= Fete (Im wY. 


4. |wl=0t, Re w>0. 


35.11. 
1. w£(0, +] 2. wE[-—, 0]. 


x 
3. Imw>0. 4. |lwl<i, 7  MeW<z; 

] 1 - 
S. Rene (Imw}. 6. Se (Im w)°. 


1 1 
7. 4, Im 0. 8. _— , [--. -- |. 
[w|< w> me wé 2 


35.12. 

1. -n<argw<-x/2 2. |largw|l<zx/4. 

3. Imw<0. 4. Rew>0, w6&[0, 1]. 

S. Iwl<1, O<argw<x/2 6. |w|l>=1, |x/2-arg w|<z/8. 

7. Imw<-V2/2 8. Rew>0, Imw>1. 

35.13. 

1. agw=37/4 2. |wi\= 1, x/2<arg w<zx. 

3. |w|<1, -r<argw<z/2 4. |w|<1/8, |x- arg w|< 37/4. 

S. w£[-, 1]. 

35.14. _ 
1. Fig. 37 : w= Vzi+h2 2. Fig. 38 : (rs) 

3. Fig. 39 : (=) 4. Fig. 40 : = (s =)" 


—Z 
. z-1}: . .(Z+i} 
5. Fig. 41 : | |’ 6. Fig. 42 : »-i[) : 
z+1 z—i 
ALL z-1l}e 
7. Fig. 43 : (©) . 8. Fig. 44 : (—) : 
z-i z+1 
| 1+z 4/5 | Z 
9. Fig. 45 : »- (52) . 10. Fig. 46 : w= | — . 
1-2Z 1-:= 
z Ex 
11. Fig. 47 : RIRES 12. Fig. 48 : w= : 
Li " z—i È ” z?+1 
1 z? 
13. Fig. 49 : w= exila =. 14. Fig. 50 : w- 
Z2— 4 - 
Vz3+1 
IS ie ST 


35.16. 

i _.* 
WW re 

1+ z° 
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35.17. 
3+4Y23+1 
USA Ve TT 
35.18. . 
1. mw=0, -1<Rew<l. 


2 V2 


2. Im w=0, ons to 


] 
sut =] (u=Rew, v= Im w). 


1 16 
4. out tel (u=Rew, v=Imo). 


5. —-0=1f2, u>0 (u=Rew, v=Imr). 
6. -vim=1/2 u<0O (u=Rew, v=Imw) 


35.19 
16 1 
1. autel (u=Rew, v-Imyw). 
16 16 
2: to mo (u=Rew, v=Imyw). 
3. u-w<]/A{u=Rew, v=Imw). 
4 -0<1/2, wé£l-ie, 0] (u=Rew, v=Imw). 
5 
5. wé[-1, +=]. 6. wé [-<: +-|. 


3i EL 
8. Imw>0, velo. —|1. 9. —-—<argw<0. 
4 2 
1 
10. nd v0>0 (u=Rew, v=Imw) 


35.20. 
1. |[w|<a- Yas-1, 2. a<argw<r-a, œ=arcsip YI- &, 
3. Imw>0. 4. |wl>1. 

S. lwl<1, Imw<0. 6. 1<|w|<a+ Va-1, Imw>0. 
7. lwl<]l, -a<argw<0. 8. a- Va’-1<|w|<1. 

9. b+ V1+8< jw|<a+ YI+ar. 

35.22. 


2+ Vz+4 
1. Fig. S2 : "Re . 2. Fig 53 : w=z-1+Yz3-27-8. 
z 
2z3+ 5z+2 
3. Fig. 54 : w= U——, 
D “ | +27] 
2z2+ 5z+2 222+ 5z+2 
4. Fig. SS we ——, S5. Fig 56: w= | —— |. 
pd | | C2 5-2 La id | : 
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z-i 2+ :0z+ 16 


LE "A . 7. Fig. 58 : w— A+ 172416 
234] | | 21H 
= 9. Fig. 60 : w TT ET CR 

. = pEUrEP 
| M4) 
| ZIa(1 = he) 
2: w qe 
1 2/2 ; 
ET EN EE Eire) 


{1 l'E 


: w=(z+ Vz-1)/+(2- z'— 1 ke, au ares 2. 


: wmi[(z+ Va) (G- V2 1)72], ana. 
: Ww=(z+ Y=-D"#%, amas 2. 


16. Fig. 67 : w= Vh(1+ A2) - 24227 1). 
35.23 
1. Fig. 68 : a ae) Ce V1 
zt-71+] 
: . X-2i(6+1)V6-6+1 
2 Fig. 69 : Ne A4 Cm(—iz}t/3, 
R-2(1-0)Ver+C+1 _z+ 13 
3 Fig. 70 PT Et e-[: =) . 
G—2(6—1)Ve-ç+1 1-iz\t/ 
4 Fig. 71 Ve RE %+2 e-[—) . 
C-2@-—1)Ve-C+1 1—izt}t/s 
Re MERE: 
| | 22+ 2iz+ 1 
6 Fig. 73 : V"23-25+1" 
G3+2X+1 z+1): 
7 1 e. PR no d = = — |. 
Fig. 74 : w TT = (3 12 (} 
8. Fig. 75 : 7 denses C-NDr+i 
(+ 26931 z+(2- V3): 
35.24. 
2i(1+ z°) — 3z 


 3z-21+2) 
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35.25 


2-i2+(z+ 2-2) 
"22 (et Var) 
35.26. 
RM 

V2+ Vz- V2 
35.27. 
W = = [c+1-0+(-DY2-1]. 
35.28. 


1. Imw<0. 2 wé[-— =, 0]. 

3. Rew>0. 4. |wi>1, w&[l, + =]. 

S. 1wl>1, Imw>0. 6. |wl<1, Imw>0. 

7. —2x<Imw<0. 8. 0<Imw<x. 

9. ]IImw|<zx, w£[0, ++]. 10. |37/2+Imwi<x/2, Re w<0. 
11. -2z<Imw<0, Rew=<0. 12. |w|i<1. 

13. wé[-i, il] 14. |wl>1, Rew=0. 

15. Imw>0, w#[0, il. 16. w£[-—, —-1], w£[I, + =]. 

17. Imw<0. 18. Imw-0, wé[0, sh 7/2]. 

19. w£L-— =, 0], w£[-—i, i]. 20. wé[-1, 1], wé[0, +i-]. 
21. x/2<Imw<3x/2, Rew<0. 22. 0<Imw<zx/2, Re w>0. 
23. 7x/4< 1m w<9x/4, Rew>0. 24. |Re w|<zx/2. 


35.29. 
1. Fig. 76 Æ. 2 Fig 7 sh 
à We — —. :W= —: 
ig- w cos ñ ig. i x 
z—iz+th dni 2ri 
3. Fig. 78 : Nr ee 0) 4. Fig. 79 : w=exp +). 
2h 3z 3 


5. Fig. 80 : w=exp(Zxi/z). 6. Fig. 81 : w=exp (4x/z). 


27h 
7. Fig 82 : w= —-cos——. 8. Fig. 83 : w=— -ch 2x/z. 
z 


e—-ef 
9. Fig. 84 : w= V1-e-t. 10. Fig. 85 : ni Et 


ez- 1 


11. Fig. 86 : w=|/1-—". 12 Fig 87: w= 


13. Fig. 88 : 


az 


15. Fig. 90 : None 


14. Fig. 89 : 


16. Fig. 91 : w= 


35.30. 


1 

1. Fig 92 : w=—]nz. 2. Fig. 93 : = À in(ri/e+ 7-10). 
aa za 

; 2 

3. Fig. 94 : wæ—]n —+—. 
zx 
2 : 

4. Fig. 95 : w=— In (+ V#-D-—. 


1 
5. Fig. 96 : w= —— ]n (1+z-"/a). 
8- 7x (1+ 27/0) 


1 
6. Fig. 97 : w=—-— ]n|1 
ü 97 sw infis 
35.31. 
J2 
PR PROS 
1+ et! 
35.32. 
a in z 
1 am, —— , 
In 2 In 2 
2x 
3. am, 
in (2+ V3) 
Ed 


4. Gun —— 
In(2+ V3) 


35.33. 


1. w= 


z+i 
i-2Z 


i 
2 


1 3 
2 a=—In—, w= 
a - 2 w 


1 


1 


VzFie (1) + fz- PE (3 


Vz+i-Yz-1 


n" Led 
EN + G+ DE 


(2+ 1) — (72 — 1) 0) 


sh? x/2 


ch'xz/2h 


|: 


i 
— In 
7 


in Vzs- 1-2 


TO 245 


i Vz-1-z7 


9 ——— | ——— |, 
2 In (2- V3) 2+Y3 


Re rm SR, = mt 
 _ Et jrs anti _ (7 jjirtis, 2n+iu 
LR Le 
(z+ 1)9+ 2 — (2 ppt 
_n_ nnt+éa) _n_ _nn+éa) ! 
: :G+ 1)7-2 47-22) —(z- 1)77-Ce 2(7— 32) 


(+ DS G-1j7— 


— 3z 


z+24 
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1. 2008 (5-2). 2 2{1-£ 
2 4 7 
3 « 27! mx + 4a) 
Eat ge 
Gris e ( 2] in 23) 
35.35. 
L Ri+r 
LEE, 35e, ae 
à 
lb-a! lb—al| 
4 &œ ZX 
460 (5-2 
2 4 


8 36. Recherche des représentations conformes à laide 
du principe de symétrie 


Dans le cas où le domaine à appliquer est symétrique par rapport à une 
droite quelconque ou à une circonférence, le problème de 1a représentation 
conforme de ce domaine sur un disque ou sur un demi-plan peut être ramené 
au problème de la représentation conforme de l’une de ses moitiés. La dé- 
monstration de ce qui vient d’être dit est basée sur le principe de symétrie 
dont la formulation est donnée au paragraphe 34. 


36.01. Soit w(z) une fonction qui réalise une représentation conforme 
du domaine {Im z >0, z€[0, 3i]} sur le demi-plan Im w 0 et qui transforme 
la demi-droite [— +, — 4] en la demi-droite [ — +, 0]. Ayant trouvé la fonc- 
tion w(z), s'assurer qu elle établit une représenta- 
tion conforme du domaine {z€[—4,+)], Z€[— 3j, 
3i]} donné sur la fig. 98 sur tout le plan des w muni 
d’une coupure suivant la demi-droite [0, +]. 

Remarque. Strictement parlant, la dernière 
application n’est pas réalisée par la fonction w(z) 
mais par un certain prolongement analytique 
de celle-ci. Quand même, la fonction w(z) est 
recherchée sous la forme d’une formule élémen- 

Fig. 98 taire contenant tous les prolongements analy- 
tiques nécessaires. 

36.02. Notons w{(z) la fonction qui réalise une représentation conforme 
de l'angle O<argz<; sur le secteur |w| 1, 0 <arg W<5 et qui vérifie les 
conditions w(1)=1, w(i)=i, w(=)=+, Ayant trouvé la fonction w(z), se 
convaincre que: 

1) elle établit une représentation conforme du domaine donné sur la 
fig. 99 sur le domaine Im w=—0, |w| -]1; 

2) elle établit une représentation conforme du domaine donné sur la 
fig. 100 sur le domaine |w| — 1. 

36.03. Notons w(z)=w(z; z,, z,, z:3) la fonction qui réalise une repré- 
sentation conforme du demi-disque |z|<1, Imz=0 sur. le même demi- 
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disque dans le plan des w et qui vérifie les conditions: 
W(z)=1, w(2)=i w(z)=-1 


(les points z,, Z,, z; se trouvent sur la frontière du demi-disque |z| <1, 
Im z>0). Trouver les conditions auxquelles doivent satisfaire les points 
Zi» Z2 Zs POUr que la fonction w(z) réalise une représentation conforme du 
disque |z| <1 sur : 


. Le disque |w]<1. 

. Le demi-plan Im w=0. 

. Le domaine représenté sur la fig. 101. 
. Le domaine représenté sur la fig. 102. 
. Le domaine représenté sur la fig. 103. 
. Le domaine représenté sur la fig. 104. 


QU BR OU D 1 


Fig. 103 Fig. 104 
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36.04. Désignons par w(z; z,, Z:, Z:) la fonction qui réalise une repré- 
sentation conforme du secteur 


Izl <1, O<argz<7 (n = 1 entier) 


sur le même secteur dans le plan des w et qui vérifie les conditions: 
W(Z15 Z1s Zoo Z)= 1,  W(Zo5 Z1s 22, 23) = €, W(Z35 Z15 Z25 23) = 0 
(zZ1, 2, Z sont des points situés sur la frontière du secteur |z| < 1,0 <arg z< 


-2) . Dire à quelles conditions doivent satisfaire les points z,, z,, z, pour 


que la fonction w(z; z,, z., z:) réalise une représentation conforme du disque 
|z1<1 muni de coupures suivant les segments 


Ë e2rikin, eu], k=0,1,...,n-1, 


sur le disque |w|<1. 

36.05. Soit D un domaine fini simplement connexe symétrique par 
rapport à l’axe réel, et soit D*+ la moitié supérieure de ce domaine. Notons 
[a, b] le segment suivant lequel l’axe réel coupe le domaine D, et y(z) la 
fonction qui réalise une représentation conforme du domaine D sur le 
demi-plan Imy=—0, et supposons que les valeurs de y(z) sur le segment 
[a, b] soient finies. Montrer que : 

1. La fonction 


(= VE p(z) -y(b) 
p(z) -y(a) 


réalise une représentation conforme du domaine D sur le demi-plan Im w = 0. 


2. La fonction 
1 
V {y(z) — y(a)] [y() — y(2)] - > [y() -y(a)] 


w(z)= 
p(z)- 3 [v()+y(a)] 
réalise une représentation conforme du domaine D sur le disque |w1] < 1. 

Remarque. Rigoureusement parlant, la fonction y(z) n’est définie que 
dans le domaine D*, car il s’agit du prolongement analytique de cette 
fonction à travers le segment [a, b] dans le domaine D. L'existence d’un 
tel prolongement analytique découle du principe de symétrie. 

36.06. Trouver des fonctions w(z) quelconques qui réalisent les repré- 
sentations conformes des domaines donnés sur les fig. 105 à 116 sur le 
demi-plan Im w 0. 

36.07. Trouver une fonction w(z) quelconque qui réalise une représen- 
tation conforme du domaine 


y? <2p (x+2) (x= Re z, y=Imz) 


(p est une constante réelle) sur le demi-plan Im w —0. 
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22° 


Fig. 


107 


Fig. 110 


Fig. 115 Fig. 116 


36.08. Trouver une fonction w{(z) quelconque qui réalise une représen- 
tation conforme du domaine 


xt y 5 
ssl x>0 (x=Rez, y=Imz) 
La 


x) sur le demi-plan Im w=-0. 


É constant, O<x< 

Si le domaine à appliquer peut être séparé en plus de deux parties sy- 
métriques (mais en un nombre fini de pareilles parties), il est rationnel 
d’appliquer ce domaine sur un disque au lieu de l’appliquer sur un demi- 
plan. Dans ce cas, chaque partie symétrique est appliquée sur un secteur 
de ce disque (voir les problèmes 36.02 et 36.04). 
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36.09. Trouver des fonctions w(z) quelconques qui réalisent les repré- 
sentations conformes des domaines donnés sur les fig. 117 à 120 sur le 
disque |w| <1. 


Dans le cas où le domaine à appliquer peut être séparé en une infinité 
de parties symétriques, chacune de ces parties est appliquée sur une bande, 
le domaine entier étant appliqué sur un demi-plan. 


ti 


36.10. Trouver une fonction w(z) quelconque qui réalise une représen- 
tation conforme du domaine 


{zé[kni, kni+=] (k=0, +1, +2, ...)} 


sur le demi-plan Im w=>0. 
36.11. Trouver une fonction w(z) quelconque qui réalise une représen- 
tation conforme du domaine 


{Imz=0, ze[kx, kn+ai] (k=0, +1, +2, ...)} 


sur le demi-plan Im w=0. 
36.12. Trouver une fonction "ee quelconque qui réalise une représen- 
tation conforme du domaine 


{Imz>0 ; zé[2k, 2k+2i1, ze[2k+1, 2k+1+i] (k=0, +1, ...)} 
sur le demi-plan Im w=>0. 


Dans beaucoup de cas, lors de l’obtention des applications intermédiai- 
res, On peut aussi utiliser le principe de symétrie. 
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36.13. Trouver des fonctions w(z) quelconques qui réalisent les repré- 
sentations conformes des domaines donnés sur les fig. 121 à 123 sur le 
demi-plan Im w =0. 


-1+È 


2. Z1: 1, 2 = 1. 3. 0, zZs=— 1. 


1 
1 
4, SL == 72: S. 217 — 1, Za=t 6. z mess, zs=euls, 


36.04. 
1 I . 
AS: ar 23=0. 
36.06. 

1. Fig. 105 : w= LE LES 

V5- Vi+z° 
| ne | 

2. Fig. 106 : nie 
Y2-V1-Z 

3. Fig 107 : w 2V34+ V424+17::+ 4 


5z2- VaA+I72+4 

4 
4+2+— Yz+172+ 16 
(4+2)V34+5VA+I72 +16 


4. Fig 108 : w= 
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z—i- V1 
G-nV5+3V2=T 


z-1)° 
6. Fig. 110 : w= |/1 V1 — |. 
ig- w + + (=) 


| z4+1+ Vz0- 22? cos 2a+ 1+2z(1+ sin æ) 
7. Fig We ee |] —————— 
z1+14+ V2-22 cos 2a+ 1 —2z(1+sin a) 
Fe 
8. Fig. 112 : Yaris Yz+1. 
9. Fig. 113 : LR Yz+1)+2(2+ V2)z2. 
z 


||. Vazt+ 172%+ 4-37 3z 
10. Fig. 114 : 
Vas 1728F 4 5 17z:+4- 5z 


11. Fig. 115 : w=Y1- Vite-=. 


S. Fig. 109 : w= 


12. Fig. 116 : 
Z 
36.07. ich Ê £) : 
2p 
36.08. vi (f inG+ FD). 
36.09. 


1. Fig. 117: w=(-z3/2+ Vz3-1)° 8. 


1 
2. Fig. 118 : We — Vz+4- zt— 1. 


Vs 
3. Fig. 119 : w=(YT-Y-1)""?, DEN En 


4. Fig 120: w=(YC- V1)", CHE VAE) 
2(2+ V2)z 


36.10. 


W=iin (e-2+ e—=:—1). 


36.11. 
cos z+ Ycos? z-— ch? 7 
ch x 


w=iin 
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Vos +sbt + | cos? dr 


w=iin 
Vota+sht 
2 
36.13. 
1. Fig. 121 : V2+V5-V2-Vr+4 V2- Vr+4 


VVz+4+ V5 
2. Fig. 122: w= | 2+Ÿ2+ V:4+4. 


3. Fig. 123: w= IÉESIERRES | ch 2 Jet z4sht 2 
° 2 2 2 2: 


$S 37. Application des polygones 


Jusqu’à présent, nous avons considéré des méthodes de recherche de la 
représentation conforme d’un domaine donné sur un domaine canonique, 
méthodes qui se ramenaient au choix des combinaisons d’applications déjà 
connues. De cette façon, on obtenait des fonctions élémentaires, réalisant 
des applications, dont les inverses étaient aussi des fonctions élémentaires. 
Dans le présent paragraphe, on examine des problèmes à la solution des- 
quels on aboutit par une méthode plus algorithmique avec utilisation de 
l'intégrale de Chrnistoffel-Schwarz. Ici aussi on arrive parfois à exprimer les 
fonctions réalisant les applications par des fonctions élémentaires, mais les 
fonctions inverses ne peuvent presque jamais être exprimées d’une façon 
élémentaire. 


37.01. Soient a, et «,, où k = 1, 2, ...,n, des nombres réels vérifiant les 
conditions: 
—_ <<< ss: << + =, 


O<a=<2 (k=1,2, ...,n), Z'aœz<n-2. 
ke 1 


Notons w(z) une branche régulière dans le demi-plan Im z 0 de la fonction 
analytique 


[e-ap-2...€-ape3 & 


prolongée en continuité sur l’axe réel aussi. Démontrer les assertions sui- 
vantes: 


1. Lorsque le point £ parcourt l’axe réel de —-+ à ++, le point w(£) 
contourne une ligne polygonale fermée finie Z' ayant pour sommets 


Ae=wa), k=1,2,...,n,  Ans1= We). 
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2. Lorsque le point Ë parcourt un segment de l’axe réel ne contenant pas 
les points a,, le point w(£) se déplace suivant un segment rectiligne de la 
ligne polygonale J' sans changer le sens de mouvement. 

3. Lorsque le point £ passe par le point a,, la ligne polygonale l'tourne 
de l’angle 7{(1 — «,) dans le sens inverse des aiguilles d’une montre, et lorsqu'il 
passe par le point =, de l’angle x (2 ax n +2) . 

37.02. Soient «,; et x, deux constantes vérifiant les conditions : 

m0, æm>0, «x +æ<l. 


Montrer que la fonction 
z 
w()= [en-i(-De-1@, w(x+i0)>0 (0<x<1) 
0 


est univalente dans le demi-plan Im z-0 et réalise une représentation con- 
forme de ce dernier sur un triangle de sommets 
= w(0)= y) =-LA7C 
A=w0)=0, A=wl)= Tres » 
= (=) = en LOT m7 0) 
A3= we) = ef": T(-x) , 
Indication. Voir le problème 32.25. 
37.03. Soient «,, «,, «, trois constantes vérifiant les conditions 


ax >0 (&=1, 2, 3), a+aæ+tæ=l, 


et soient a, , a , a, trois points deux à deux distincts. Montrer que la fonction 
z 
[G-ap1-46- a) - ape 
% 


admet la séparation d’une branche régulière univalente à l’intérieur d’une 
circonférence, qui passe par les points a,, & , &, et que cette branche réalise 
une représentation conforme du disque borné par la circonférence mention- 
née ci-dessus sur un certain triangle. 

Indication. Réaliser une application homographique transformant les 
points a, &, & en les points O, 1, =. 

37.04. Soient 

LS æ < A << ds << + œ, 


4 
O<a<2 (k=1, 2,3, 4), Z'a=2. 
k= 1 


Montrer que toute branche régulière dans le demi-plan Imz=-0 de la 


fonction 
2 


ÎG-a)i-40-a)r-1 - 25-45 ape dt 


na 
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est univalente dans ce demi-plan et réalise une représentation conforme de 
ce dernier sur un certain quadrilatère fini. 


37.05. Soient 


— <<<... <a, = — æ, 


O<x<l (k=I1, 2, …., n), Sa=n-2. 


Km] 


Montrer que toute branche régulière dans le demi-plan Imz-0 de la 
fonction 


[G-ar-1...€-a-1& 


0 


est univalente dans ce demi-plan et réalise une représentation conforme de 
ce dernier sur un n-gone convexe fini. 

Indication. Montrer que les conditions concernant les angles «, ne peuvent 
être vérifiées que si la ligne polygonale J' (image de l’axe réel par l’applica- 
tion w=w{(z)) est la frontière d’un #-gone convexe fini. 

37.06. Montrer que pour une valeur assez grande de k 0, la fonction 


CEUsGE = ay-316 | 
ma)= (ET, k>-0 (Wx+i0)-0, 0<x<k) 
| VEt-(k+1) 


ne peut pas être univalente dans le demi-plan Im z-0. 

Indication. Trouver les formules asymptotiques donnant les longueurs 
des côtés de la ligne polygonale Z' (image de l’axe réel) pour k — + =, et se 
convaincre que, pour une valeur assez grande de k, cette ligne polygonale 
présente des auto-intersections. 


37.07. Montrer que la fonction 


dé ; 
EG; x<l (w(x+i0)>0, -1<x<1) 


réalise une représentation conforme du demi-plan Im z 0 sur un rectangle 


w(z)= [l 


de sommets 7, 2; S+ib, 7 +ib, où 


ee 
| Va = - 2172)" VA DO x) 
_ ‘ 1 


37.08. Trouver l'image du disque |z| < 1 par l’application 


= fs de (w(x) -0, O<x<1). 


37.09. Trouver l’image du domaine |z| -1 par l'application 


| 
Lu [En & (w(x) =0, x >1). 


k x Cd 
37.10. Soient 


—æ< <<... <<, <+®, 
O<a<2 (k=1,2, ...,n), Z'aœ=À<2. 
kml 
Notons w(z) une branche régulière quelconque dans le demi-plan Im = -0 


de la fonction 
(z-a,)1(z-a,)2...(z2-a,)" 


prolongée en continuité sur l’axe réel. Montrer que l’image de l'axe réel par 
l'application w = w(z) est l’ensemble de demi-droites 


argW=FPn ABW=Po+4, 
et de segments 
[0, AgelG@it-.-+ete0)] (k=1, 2, ..., n-1) 


(9, est une certaine constante réelle dépendant du choix de la branche con- 
sidérée, À, étant des nombres positifs qui ne dépendent pas de ce choix). 

37.11. Soient a,, ..., @&, des nombres réels deux à deux distincts, et soit 
w(z) une fonction définie dans le demi-plan Im z>0 par l'égalité 


W(z) = G= a). ..(Z- au), w(x+1i0)>0 (x —+ + ©). 


Montrer que la fonction w{z) est univalente dans le demi-plan Im z 0, et 
qu’elle réalise une représentation conforme de ce demi-plan sur le plan des 
w muni de coupures suivant la demi-droite [0, + +] et les segments 


(0, ete) w(E)I] (k=1, 2, ..., 2n—1), 
où &, sont les zéros de la dérivée du polynôme P(z)=(z-4a,)...(Z—G@) 


numérotés en ordre croissant. 
37.12. Trouver l’image du demi-plan Im z -0 par l'application 


3 
w=-—Yz(1-27), wx+i0)>-0 (x>1). 
37.13. Trouver l’image du disque |z] <1 par l'application 
4 
w==.VT+2, wx)>0 (O<x<l). 
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37.14. Soient 


— <<<... <4<+, 
ñn 
ay >0 (k= 1, 2; …., n), 2'ær<2, 
kml 


et soit w(z) n'importe quelle branche régulière dans le demi-plan Im z-0 
de la fonction (z-a,)ÿ1...(z2-a,)ÿ". Montrer que la fonction w(z) est uni- 
valente dans le demi-plan Im z-0 si, et seulement si, la fonction w’(z) n’a 
qu’un zéro simple sur chaque intervalle (a,, &,1), k=1,...,n-—1. 


X *X *X 


37.15. Soit w(z) une fonction quelconque qui réalise une représentation 
conforme du demi-plan Im z=-0 sur un polygone fini ayant pour sommets 
A» A2, -.-, A, et soient a,, &, ..., a, les points de l’axe réel en lesquels 
sont transformés ces sommets par l’application w=w{(z). Montrer que la 
fonction w(z) peut être prolongée analytiquement le long de n’importe quel 
chemin ne passant pas par les points a,, a, ..., a. 

Indication. Appliquer le principe de symétrie en profitant du fait que 
sur les segments de l’axe réel ne contenant pas les points a, la fonction 
w(z) prend des valeurs situées sur une certaine droite. 


37.16. Montrer que la fonction — Le ES où w{(z) est la fonction figurant 


au problème 37.15, peut être D Éloncée analytiquement dans le plan élargi 
des z privé des points a,, &, ..., &, et que ce prolongement analytique est 
une fonction uniforme. 

Indication. Montrer que le résultat du prolongement analytique de la 
fonction w(z) le long de n’importe quel chemin fermé J” (ne passant pas par 
les points a,) est de la forme efw(z) + C, où y et C sont des constantes dé- 
pendant du chemin de prolongement. 

37.17. Supposons que les angles intérieurs aux sommets 4, d’un poly- 
gone soient égaux à xœy (k=1,2,...,n), où O<x,-=2. Montrer que 


w"()_ Da-1 
w'(2) fiz-a 


(ici, w(z) est la fonction qui figure au problème 37.15). 

37.18. Montrer que les assertions des problèmes 37.15 à 37.17 restent 
vraies dans les cas où les points a;, ..., &, ne se trouvent pas sur l’axe réel 
mais se situent sur une circonférence quelconque |z-2,| =R, tandis que 
la fonction w(z) réalise une représentation conforme du disque |z-2,| <R 
ou du domaine |z-2,| -R sur le polygone. 

37.19. Montrer que l’assertion du problème 37.17 reste vraie dans le 
cas où l’un des points a, est le point à l'infini. 

37.20. Montrer que l’assertion du problème 37.17 reste vraie dans le 
cas où le polygone a un ou plusieurs de ses sommets situés à l’infini si seule- 
ment on prend comme angle intérieur au sommet à l'infini du polygone 
l'angle com entre les droites qui forment ce sommet et qui se rencontrent 
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en.un point situé à distance finie ; cet angle doit être pris avec signe opposé 
(si les droites sont parallèles, la grandeur de l’angle doit être déterminée 
par passage à la limite). 

37.21. Soit w(z) une fonction qui réalise une représentation conforme 
du demi-plan Im z 0 sur l’extérieur d’un polygone fini ayant pour sommets 
Ai (K=1, ..., n), les angles extérieurs à ces sommets étant respectivement 
za (pour l’extérieur du polygone, ces angles sont des angles intérieurs; on 
considère toujours que O<æ,=2). Notons a, les points de l’axe réel qui 
sont transformés en les sommets 4,, et a le point qui est transformé en le 
point w=. Montrer que 

| Ww'(2)__ Sœ-l 2 2 


W(z) Éiz-ar z-a :=-a° 


37.22. Soit w(z) la fonction du problème 37.21 qui réalise une représen- 
tation conforme sur l'extérieur du polygone non plus du demi-plan Im z=—0, 
mais du disque |z|<1 (comme précédemment, w(a) = =). Montrer que 

w"() _ Gal à 2 Za 
w(z) Éiz-a z-a 1-23° 

37.23. Montrer que l’assertion du problème 37.15 reste vraie si l’on 
considère que les côtés du polygone ne sont pas de ligne droite mais des 
arcs de circonférences. 

Remarque. Rigoureusemeu ::arlant, l’assertion sera un peu modifiée, 
car, lors du prolongement analytique de la fonction w(z), des pôles peuvent 
surgir. 

37.24. Montrer que, si une fonction w(z) réalise une représentation con- 
forme du demi-plan Im z-0 sur un polygone borné par des arcs de circon- 

w"(2) w’’(2) 2 


férences, alors la fonction 2 — 3 [5e 


coïncide avec une certaine 


fonction rationnelle. 
Indication. Voir le problème 33.02. 


X X X 


Les résultats des problèmes 37.17 à 37.22 donnent la possibilité d'écrire 
sous la forme d’une certaine intégrale indéterminée l'expression de la fonc- 
tion w(z) qui réalise une représentation conforme d’un demi-plan (ou d’un 
disque) sur un polygone rectiligne. Même dans les cas où cette intégrale est 
prise en fonctions élémentaires, son calcul est très difficile. Pour cette raison, 
il faut avoir en vue les cas où la recherche de la fonction, qui réalise l’ap- 
plication, est possible sans intégration. 


37.25. Soit w(z) une fonction qui réalise une représentation conforme 
du demi-plan Im z 0 sur un domaine D dont la frontière est constituée par 


un nombre fini de segments de droites passant par le point w=0. Montrer 


que la fonction Æ coïncide avec une certaine fonction rationnelle. 
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37.26. Soit w(z) une fonction qui réalise une représentation conforme 
du demi-plan Im z-0 sur un domaine D dont la frontière est constituée 
par un nombre fini de demi-droites (ou de droites complètes) parallèles entre 
elles. Montrer que la fonction w’(z) coïncide avec une certaine fonction 
rationnelle. 

37.27. Soit w(z) une fonction qui réalise une représentation conforme du 
demi-plan Im z-0 sur l’angle O<argw<Axr (0<1=<2) muni de coupures 
suivant les segments [0, B,], k=1, 2, ...,n, où 


! n 
—arg Bk=a+... + (k=1, 2, AE n), ax 0, PARLE 


En supposant que w(=)=0, w(a,)=...=w(a,,1) =0, où 
_ æœ<n+1< 0h < nee << + œ, 
démontrer la formule 
w(z) _ n+1l ak h n 
w(z) A z-a;? @ns1= À 2 a. 


37.28. Soit w(z) une fonction qui réalise une représentation conforme 
du domaine |z| -1 sur tout le plan des w muni de coupures suivant les 
segments [0, B,] (&=1, 2, ...,n), où 


arg B, - arg B,-1=7a, (k = 1, 2: ses ll B, = B,), ay 0, 2'ar= 2. 
k=1 


En supposant que w(=)= +, w(a,)=...=w(a,)=0, où 
O<arga,<arga,<...<arga,<27, 


démontrer la formule 


w‘(z) . COUT 1 


w(z) Dz-& z 


37.29. Soit w(z) la fonction du problème 37.27 ou 37.28. Montrer que 
les images anticipées b,; des points B, (extrémités des coupures) vérifient 
, ._ w(z) 
l'équation © 9: 

37.30. Soit w(z) une fonction qui réalise une représentation conforme du 
demi-plan Im z-0 sur le plan des w muni de coupures suivant les demi- 
droites 


CB, By, + =], k=1, 2, .….,), nn (Im Bx=h;), 
OÙ —æ<h,<...<h,< +=. En supposant que 


W(=)=e, w(a)=w(a)=...=w(a1)=e, 
et que 
— œ <<<... <An-1< ++ et lim Re w(z)= +=, 


20 


démontrer la formule 


’ L RO hkæa = ht 
W (z) = C2 + C- 2 a(z- ay) . 
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37.31. Soit w(z) une fonction qui réalise une représentation conforme 
du demi-plan Im z 0 sur la bande H, < Im z< H, munie de coupures suivant 
les demi-droites 


[ Be, B;+<], k=1, 2, ….,) 1; (Im B,=h), 
où H,<h,<h,<...<h,<H,. En supposant que 
Re w(=)==, Rew(a)=+ (k=0, 1, ..., n), 


et que —-æ<@<d4<...<a,< ++, démontrer la formule 
on hk+1 — À | 
w'(z)= nr ho= Hi, hn+1= H. 
37.32. Soit w(z) la fonction du problème 37.30 ou 37.31. Montrer que 
les images anticipés b, des points B, (extrémités des coupures) vérifient 
l'équation w'(z) = 0. 


* x x 


Dans certains cas, il est utile d’examiner les applications réalisées par la 
fonction w'(z) qui est la dérivée de la fonction recherchée w(z) qui applique 
le demi-plan Im z-0 sur un polygone D. Les sommets du polygone D 
seront désignés comme auparavant par 4,, ..., À, et leurs images antici- 
pées sur l’axe réel par a,, ..., a,, en posant —-æ<d<...<a,= +. La 
grandeur de l'angle intérieur du polygone D au sommet À, sera notée comme 
précédemment 74,. Pour un angle au sommet à distance finie on pose 0 <ax,< 
<2, un angle à l'infini entre deux droites parallèles est considéré nul (ou 
2x), tandis qu’un angle à l'infini compris entre deux droites concourantes 
est pris égal à l’angle que font ces droites au point d’intersection mais avec 
signe Opposé. 


37.33. Montrer que l'image du segment (a;, a,1) de l’axe réel par l’ap- 
plication & = w’(z) se situe sur la demi-droite arg à = arg(Ax,1 — Ai). 

37.34. Montrer que, si 4x > et A,#<, et si «a. <], alors l’image du 
point a, par l'application & = w'(z) est le point ê = =. 

37.35. Montrer que, si a. # > et A,x >, et si a, 1, alors l’image du 
point a. par l’application & = w’(:) est le point © =0. 

37.36. Montrer que, si a, = et 4,= =, et si «. - — 1, alors l’image du 
point a, par l'application à = w’(z) est le point & =0. 

37.37. Montrer que, si a. # + et 4,= >, alors l'image du point a, par 
l'application & = w’(z) est le point & =0. 

37.38. Montrer que, lorsque le point z se déplace suivant un segment de 
l’axe réel contenu par le segment (a,, ax41) et privé des points où w”(z)=0, 
le point £ =w'(z) se déplace monotonement suivant la demi-droite arg Ê = 
= arg (Ax41— A4). 

37.39. Soit D un polygone de côtés 


arg W=7, argw=a, arg(w-i)=1x, argfw-i)=a (0 <a <%) , 
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et soit y(z) une fonction qui réalise une représentation conforme de la 
bande 0 <Im z< 1 sur ce polygone. En outre, 


g(—-æ)=—e,  p(0)=0, p+=)= + ef, 


Montrer que la fonction & =œ'(z) réalise une représentation conforme de la 
bande 0 <Im z=<1 sur l’angle O0 <arg & <a et vérifie les conditions : 


pP(O)=>æ, p()=0, p--)=1, p(+=)=e" cos a. 


Indication. Ayant trouvé les zéros de w”"(z), suivre le déplacement du 
point & =p’(z) suivant la frontière du polygone et appliquer le principe de 
correspondance des frontières. 

‘37.40. Montrer que pour tout triangle, la fonction à = w’(z) réalise une 
représentation conforme du demi-plan Im z-0 sur un certain angle ayant 
le sommet au point & =0 et présentant des coupures suivant des segments 
des demi-droites sortant du point & =0. 

37.41. Montrer que pour tout polygone convexe fini D, la fonction w'(z) 
réalise une représentation conforme du demi-plan Im z-0 sur un angle 
de sommet & =0 présentant des coupures suivant des segments des demi- 
droites sortant du point & =0. 

37.42. Soit D un polygone fini non convexe et supposons que les images 
anticipées de tous ses sommets par l’application w = w(z) soient à distances 
finies. Montrer que la fonction & = w'(z) ne peut pas être univalente dans le 
demi-plan Im z=0. 


X * X 


Pour résoudre les problèmes qui suivent, on recommande d’utiliser aussi 
bien les méthodes des problèmes 37.17 à 37.22 que celles des problèmes 
37.25 à 37.32. Dans les deux cas, la difficulté principale consiste dans la re- 
cherche des constantes a, (images anticipées des sommets 4, du polygone 
dont l’application est réalisée) et des constantes d'intégration. Voici quel- 
ques indications concernant la recherche de ces constantes. 

Lorsqu'il s’agit des méthodes exposées aux problèmes 37.17 à 37.22, 
les constantes sont déterminées à partir des équations w(a;) = 4,4 et des 
conditions qui donnent d’une manière unique la représentation conforme 
cherchée (le plus souvent, ces conditions consistent dans le fait que l’on 
donne trois points a, mais, parfois, on donne la valeur en un point intérieur 
quelconque et un point a,). Si certains sommets 4, se trouvent à l’infini, au 
lieu de l'égalité w(a,) = 4, on a affaire au comportement asymptotique de 
la fonction qui réalise l’application au voisinage des points a,. Le plus 
souvent, une étude pareille est entreprise dans les cas où l’angle au sommet 
correspondant 4,= > est égal à zéro, c’est-à-dire lorsque la partie du poly- 
gone au voisinage de ce sommet représente une bande. Alors, pour la 
fonction qui réalise l’application, au voisinage du point correspondant a,, 


la formule asymptotique w(z)= _ In (z — a) + O(1) (voir le problème 34.10) 
a lieu, la constante c étant égale en module à la largeur de La bande, tandis 
que son argument est exprimé par l’orientation de la bande. 
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Au cas où l'on recourt aux méthodes exposées aux problèmes 37.25 à 
37.32, le procédé de détermination des constantes est quelque peu différent. 
Tout d’abord, il faut exprimer par les points a, (une partie de ces points peut 
être donnée par les conditions qui définissent d’une façon uniforme l’appli- 
cation) les points b, (images anticipées des extrémités des coupures). En- 
suite, toutes les constantes qui restent inconnues sont déterminées à partir 
de l’équation w(b,) = B, (ici, B, représentent les extrémités des coupures, 
c’est-à-dire les nombres donnés). 


37.43. Trouver les fonctions w(z) qui réalisent les représentations con- 
formes du demi-plan Im z-0 sur les polygones donnés sur les fig. 124 à 
137, de façon que w(0) = 4,, w(1) = 4,, w(>) = À, (les sommets 4, sont mar- 
qués sur les figures). 
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Fig. 130 


Fig. 133 


“0, 


Fig. 137 


Lorsque les polygones à appliquer sont symétriques par rapport à une 
droite quelconque, il est beaucoup plus facile de trouver la fonction qui 
réalise l’application, car cela permet de déterminer, sans résoudre les équa- 
tions, un nombre plus important d'images anticipées des sommets et de 
réduire le nombre de constantes qui doivent être déterminées. Le procédé 
principal est le suivant : supposons que le polygone ait deux sommets 
situés sur l’axe de symétrie. Comme image anticipée de l’un des sommets 
on considère le point z=0, et comme image anticipée de l’autre, le point 

= +, Alors, les images anticipées des sommets symétriques ne diffèrent 
que par le signe. 

En outre, en réalisant l’application des polygones symétriques, on peut 
utiliser tous les procédés exposés au paragraphe 36. 


37.44. Trouver des fonctions w(z) quelconques qui réalisent les repré- 
sentations conformes du demi-plan Im z 0 sur les polygones symétriques 
donnés sur les fig. 138 à 143. 


| Ti 
A,= A,=ih 
Se 
14 /;" il £ 
A, = l 
[1 4 | 
Fig. 138 


=00 


2 


curl ay: 
É AFHeih 


12 
Fig. 141 
; LiH 
ER 
4,= 5 À,= © 
LL . 
l-£# 
Fig. 143 
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37.45. Trouver les fonctions w(z) qui réalisent les représentations con- 
formes du domaine |z| -1 sur les polygones (ayant w=— comme point 
intérieur) donnés sur les fig. 144 à 146, de façon que w(=) = », w(1) = 4,. 


ell-æ exit exuI-«) exit 


erAil-x) exi« 


= era 


ET À, = 
Fig. 144 Fig. 145 Fig. 146 


Les méthodes de représentation conforme des polygones qui viennent 
d’être exposées peuvent s'associer facilement avec d’autres méthodes de 
représentations conformes. Les difficultés ne surgissent que lorsqu'on tâche 
d’obtenir l’application inverse. 


37.46. Trouver les fonctions w(z) qui réalisent les représentations con- 
formes du demi-plan Im z 0 sur les domaines donnés sur les fig. 147 à 150, 
de facon que w(0) = 4,, w(1)=4,, w(=) = 4, (pour la fig. 149, 4, = i + 5-0). 


Fig. 149 
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37.47. Trouver les fonctions w(z) qui réalisent les représentations con- 
formes de tout le plan des z muni d’une coupure suivant le segment [ — 1, 1] 
sur les domaines donnés sur les fig. 151 à 153, de façon que w(=)= =, 


w(1)= 4.. 


-J+i 7 


Jeë 


A,“0 


| 

I 

l 7 _—] | RE Tr 
I — 14,*0 


Fig. 151 Fig. 152 Fig. 153 
37.48. Trouver les fonctions w(z) qui réalisent les représentations con- 


formes de la bande |Im z| < 1/2 sur les domaines donnés sur les fig. 154 à 
156, de façon que w(0)=0, w(+ )= 4. 


, À Sat xl —J+4i A;= li 
| FT | a 
— hou c— ue eu me me ne — SX 27 A = 09 
_———_——- DeL ---"1- “ti | 1-i 
JT l REA l 
25 es e 
Fig. 154 Fig. 155 Fig. 156 


37.49. Trouver les fonctions w(z) qui réalisent les représentations con- 
formes de la demi-bande Re z-0, |Im z] <5sur les domaines donnés sur 


les fig. 157 et 158, de façon que »(-5)-4 w(=) = 4), vfS)-4 


—]/+i 1#i 
| AF 0 
; Lo one> 
n L 1) 17 
A;5-2 A7 2 
Fig. 157 Fig. 158 
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37.50. Trouver une fonction w{(z) quelconque qu réalise une représen- 
tation conforme du demi-plan Im z 0 sur le plan des w muni de coupures 
suivant les demi-droites 


[ki, ki+ >], [+1] i, (e+2] i+ | (k=0, +1, +2, ..….). 


37.51. Trouver une fonction w{(z) quelconque qui réalise une représen- 
tation conforme du demi-plan Im z 0 sur le plan des w duquel on a enlevé 
les demi-bandes 


Re w<0, 1kIm w| <} (&=0, +1, +2, ...). 
Dans les problèmes qui suivent, les fonctions qui réalisent l’application 
ne sont pas exprimées par des fonctions élémentaires. 


37.52. Trouver les fonctions w(z) qui réalisent les représentations con- 
formes du demi-plan Im z 0 sur les polygones donnés sur les fig. 159 à 161, 
de façon que w(0)= 4,, w(1)= 4,, we) = 45. 


37.53. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme 
du disque |z| <1 sur un n-gone régulier inscrit dans le disque |w| <1, de 
façon que w(0) =0, w(1)= 1. 


Lors de la recherche des constantes, il est souvent utile de considérer 
les applications réalisées par la fonction w'(z) (voir les problèmes 37.33 à 
37.40). Cela est particulièrement commode lorsqu’on cherche l'application 
d’une bande sur un polygone. 
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37.54. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme 
de la bande 0 <Im z< 1 sur le domaine donné sur la fig. 162 et qui satisfait 
aux conditions w{-— )= 4,, w(0) = 4,, W(+ =) = 43. 

Indication. Voir le problème 37.39. 

37.55. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme 
de la bande 0 <Im z< 1 sur le domaine donné sur la fig. 163 et qui vérifie 
les conditions w(— =) = 4,, W(+ >) = 44, Ww(0) = 43. 


À 7= 00 


Fig. 163 


Fig. 164 


37.56. Trouver la fonction w(z) qui réalise une représentation conforme 
du demi-plan Im z 0 sur le domaine donné sur la fig. 164 et qui vérifie les 
conditions w(1) = 4,, w(-— 1)=4,, w(=) = As. 


RÉPONSES 
37.08. 
Le hexagone régulier ayant pour sommets Aeñ/s, k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, où 


“(} 

6 
37.09. L'étoile régulière à cinq pointes ayant pour sommets 4e 5 ct Be : 

Kk=0, 1, 2, 3, 4, où 


C (+ rs} (sys 
2 G-espls ” " (+ ess 


37.12. Le demi-plan Im w>0 muni de coupures suivant les segments 
[O, 21/3 3—1/2 e“il3], {0, 21/3 3-1/2 etd}s]. 


37.13. Tout le plan des w muni de coupures suivant les segments 


€ _ 
[o, V2], &K=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 
37.43. 
1 
1. Fig. 124 : w=—(-2t421nz+1- ni). 
T 


| 
2. Fig. 125 : w=—G-inz-1+xi). 


3. Fig. 126 : w=hln(z-1)+(1-X)ln (+=). 


1-A 
3}3 ù 
4. Fig. 127 : w= 3V3 G-9 
16 :ÿ 
| z1-c 
3: Fig. 128 : A-azta 


6. Fig. 129 : w— = 2 + a+ a)r-ma 


7. Fig. 130 : me (S+aresin Ge 144 Fi). 


1f 2 1+ 
8. Fig. 131 ve (-+ Œ). 
AU Yz  1-Yz 
9. Fig. 132 : w=—(3-2)VZ. 
1 1+ H= ik 
10. Fig. 133 : (er Fin te 
a 1— Vz H+ihVz 


11. Fig. 134 : w= 


EE PEL LAS À (H- Pr on 
z=1+i H-h (H-h)Vz-1-iH 
rak@z+a-1)_, al-2) 
(1-aX1-2zXz+ a) z+a 


12. Fig. 135 : »-h| }. où a est l’unique solution 


me .. a+il 1 
positive de l'équation = 3 In a. 


z(z+ a) 


13. Fig. 136 : nr 


(a+ 2} in si 

4&a+1) 4{a+1) 

z*-1 (a-1Xz-1} 
2 


z+a : . : 
—-l-Inz-in |] » Où a est l'unique solution 
a 


7h. 


positive de l'équation 


14. Fig 137 : = in z]|+i+in 


h 
—@-1Ne+D-In a Rs 


37.44. 


2h —h z-h2 
1. Fig. 138 : w=—Inz+ "In — ik. 
a 7 nz—-h 


2. Fig. 139 : w= -a-%{]1-a)-tzta{z2— Jhi-a, 


1 2 
3. Fig. 140 : w=2-4{1—2a) °’a-{z- a) (2-a-1}, 
où a est l'unique solution positive de l'équation 


1 
ai-2(qt+]}= 24124) ah. 
4. Fig. 141 : 
. h VOA Eh Ci VOA + Hz 
7  Y(-29H%+hk-h7 fn VO= AFF - iHz -z)H3+ h- iHz 


5. Fig. 142 : 


_H NE z- VHE- hè7s ALL = 25 VHE- H7$ 
7 NTTE 1-2+ YH?- ha73 Fe 7  HVI-2+ VAR 


6. Fig. 143 : 
2 A iz+ V1- 25 H=h mA 2?+ i(H— h)}z 
"x iz— s-VI=z 3° ES NE z-i(H- Hz 
de 1 — 2a)*(1+ 22) 
C 25e) an) é 
1. Fig. 144 : w=— (z—1)1+22{74 1)1-%0, ca AD 
z 2:V1— dat 
1 
2. Fig. 145 : w= CG eçtpipe, Ca (29 © 
. Fig. ‘ ge cé }24=?+ 1) , "ati 


3. Fig. 146 : 


22 Es 1 Liu 
Wwm—i2 ?(1-cos0) ? -—(z+1)1-2%21+ 2z cos 0+ 1)? 


où 8 est l’unique solution de l'équation 


LS + 


LR 1 2 
(1+ cos 8)° - (cos 9 (= a) (++) , 


T 


située dans l'intervalle (. =] ‘ 


37.46. 
27 
1. Fig. 147 : we , 
né L z-Inz-1 
2zVz-(1+27)V1 =: 
2. Fig. 148 : w= _2Vr-Q+22)Vi2z 
22Vz+ (+2) Vis 
| _G+Y2a-2»Pr+(4+n3%V2(+-2) 
RE 


(1+ V2)A - 2): - (1+ 33/21 = 27) 


2x 
V"2-2instxi-r-l 


(ici, Ay= i+ Oi). 
4. Fig. 150 : 
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37.47. 
4 
1. Fig. 151 : db si dur 1}. 


FLE z*+1)7! 
2. Fig. 152 : en — ai En , Où a est l’unique solu- 
(@-1)V1- =. PV 1 
+] 
ion positive de l'équation +iIn ue LÀ 
a-1 a-—1 


(+a)z+a-1 in = 1+V(+az+a-1 =] 
3. Fig. 153 : w=-xi EE — 10 | | 
z—1 aVz-1 2 


ù a est l’unique solution positive de l'équation 
1+ Vaï+1 
V1 + 0-10 ——— "= di 
L a 2 
37.48. 
2 
1. Fig. 154: w=—{In(ex+ Vai+ezc)- Vi+aïezz-In a}, 
7 


à a est l'unique solution positive de l'équation 


VF = ch Vlr, 


2. Fig. 155 : w=214/33-1/2 sh xz (ch nz)-?/3. 


2}ch 1 sh 2y 1-2) sh 
3. Fig. 156 : AL LPC EDS Te | D 
2Ych xz -(1+ 5) sh rez 2Ych -((-)shzz 
37.49. 
1. Fig. 157 a, t l'uni luti 
: à Œ— ———————— , où a - 
ig- w . ET Tee O est l’unique solution posi 
Free 2 1+ishz 
tive de l'équation 
2a a-]1 
— in — = 7. 
a-1 a+i 
2. Fig. 158 : = 
D US z-cthz 


37.50. 
W = _- In {{(a— b) cos z+ a+ bj[3(a — b) cos z+ Ka+ b)+ 4]}, 


où a est l'unique solution positive et b l’unique solution négative de l'équation 3xt+ 2x? = 
= 1/16. 


37.51. 
_ 1 D (Re | 
47 4 cos” z— 3+ cos z V4 cos? z- 3-2 cos z | 
37.52. 
T(&æ+ B) - Dm, 
1. Fig. 159 Fe erk3- Pr 
bé "°r@TEP qu+8 


=) : 
2 fen-2g- mic dre. 


7e 
Fig. 160 : 03. —— 
2. Fig. 160 W=e TC) 


T(a+ 1)er 


3. Fig 161: 6m —— "© |$-2-W-1)-B-1Œ4 x, 


TB) - B+ D'Anrpe 


37.53. g LP Dee | (=). 
1-ex J 


37.54. on] (DE 


bre — (H+ hysy1lu 1 
37.58. Re + = D nr 
um x a 
2h cos zl+is 
37.56. w= == [+ (os male 237 de. 


CHAPITRE VII 
CHAMP VECTORIEL PLAN À POTENTIEL COMPLEXE 


$ 38. Champs vectoriels plans arbitraires 


Si à chaque point d’un certain domaine D on associe un vecteur, on dit 
que dans ce domaine est donné un champ vectoriel. D'’habitude, le domaine 
est choisi dans l’espace à trois dimensions et en tant que vecteur on prend 
telle ou telle grandeur physique (force, vitesse, etc.). Lorsque l’on donne la 
définition mathématique complète de la notion de champ vectoriel, on prend 
en considération, dans une certaine mesure, le caractère de ces grandeurs 
(voir les problèmes donnés à la fin.du présent paragraphe), mais pour la 
première initiation, on peut se limiter à la définition proposée plus haut. 

Partout dans ce qui suit on n’examinera que des champs vectoriels plans, 
.C’est-à-dire des champs vectoriels pour lesquels à chaque point d’un certain 
domaine du plan on associe un vecteur du même plan. Il est clair qu’au 
champ vectoriel plan correspond une certaine fonction d’une variable 
complexe et à valeurs complexes. Nous allons supposer que dans le domaine 
où est donné le champ vectoriel cette fonction soit continue de même que 
ses dérivées partielles premières. 

Une coûrbe contenue dans le domaine D est appelée ligne de courant 
du champ vectoriel donné dans ce domaine si le vecteur tangent à cette 
courbe en chacun de ses points est colinéaire avec le vecteur du champ pris 
au même point (et s’fl est orienté dans la même direction). 


38.01. Soit w(z) une fonction correspondant à un champ vectoriel et 
supposons qu’elle soit différente de zéro dans le domaine D où ce champ 
est donné. Soit en outre L une courbe lisse qui a pour équation paramétrique 
z=Z(t),a=t=b. Montrer que la courbe Z est une ligne de courant du champ 
vectoriel si, et seulement si, les conditions ci-dessous sont vérifiées: 


Imfw(z(r))-z'(1)}=0, Refw(z(r)})-z()}>-0, a=<t=<b. 


38.02. Soit w(z) une fonction correspondant à un champ vectoriel et 
supposons qu’elle soit différente de zéro dans le domaine où ce champ est 
donné. Montrer qu’une courbe qui a pour équation paraetnque z=Z(t), 


a=<t=<b, où la fonction z(r) vérifie l'équation différentielle = w(2), est 
une ligne de courant du champ vectoriel. 

38.03. Les conditions du problème 38.02 restant les mêmes, montrer 
que chaque ligne de courant a pour équation paramétrique z=z(t), a=t=b, 
où la fonction z(r) vérifie l’équation différentielle £ = (2). 


Indication. Ayant utilisé le résultat du problème 38.01, choisir un autre 
paramètre. 
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38.04. Montrer que les lignes de courant des champs vectoriels corres- 
pondant aux fonctions w(z) et = coincident. 
Z 


38.05. Trouver toutes les lignes de courant des champs vectoriels corres- 
pondant aux fonctions w(z) ci-dessous et représenter graphiquement ces 
lignes : 

1. w(z) =Z. 2 Ne 

z 1 - 
3. W)= EE. 4. w(z)= TL 5. w(z)=Z(1-2-2). 


Les points du domaine où est donné le champ vectoriel auxquels cor- 
respond un vecteur nul sont appelés points critiques. 


38.06. Montrer que par chaque point non critique passe exactement une 
ligne de courant. 
Indication. Poser z=x+iy dans l'équation 2 — À = w(2), écrire l'équation 


de la ligne de courant sous la forme y = y(x) F — x(y), ensuite utiliser le 
théorème d'existence et d’unicité de la solution de l’équation différentielle. 

38.07. Supposons que d’un point z,# = sorte une ligne de courant d’un 
champ vectoriel w(z) de longueur o contenue dans le domaine où ce champ 
est donné et que cette ligne ne passe pas par les points critiques du champ 
(les points de départ et d’arrivée de la ligne de courant sont aussi des points 
non critiques). Montrer que: 

1. De chaque point z, situé assez près du point z, il sort également une 
ligne de courant de longueur © contenue dans le domaine où ce champ est 
donné et qui ne passe pas par les points critiques du champ. 

2. Si l’on note respectivement z=y,(s), 0=s<ao; z=y,(s), 0<s-<0o, les 
équations naturelles des lignes de courant qui sortent des points z, et z,, la 
grandeur SUP lp.(s) —-y,(s)1 tend vers zéro lorsque z, —2,. 


fndication. Utiliser le théorème de la dépendance continue qui existe 
entre la solution d’une équation différentielle et les données initiales. 

38.08. Trouver tous les points critiques des champs vectoriels ci-dessous 
et dire combien de lignes de courant pénètrent dans ces points (ou sortent 
de ces points) : 


1. w(z2)=Z 2. w(z)=2?. 3. w(z)=z. 
4 w(z)=iz. 5. wz)= =. 6. w(z)= 2 (1-22). 


Un champ vectoriel w(z)=u(x, y)+iv(x, y) est appelé solénoïdal dans 
un certain domaine s’il existe une fonction réelle continûment différentiable 


dans ce domaine V(x, y) telle que = us = — (x, }), = u(x, y). Cette fonc- 
tion V{x, y) (ou bien, tout court 2 z)) est appelée fonction de courant du 
champ vectorieL 

38.09. Montrer qu’un champ vectoriel w(z)=u(x, y) +iv(x, y) est solé- 


noïdal dans un domaine fini simplement connexe D si, et seulement si, 


du 90 dans tout le domaine D. 
ôx dy 
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38.10. Soit V(z) la fonction de courant d’un champ vectoriel solénoïdal. 
Montrer que la valeur de la fonction F(z) en tous les points d’une même 
ligne de courant est la même. 

38.11. Se convaincre que les champs vectoriels w(z) ci-dessous sont 
solénoïdaux et trouver pour eux les fonctions de courant V{(z): 


1. w(z)=Z5. 2. We). 
3. w(z)=x"y?z (z=x+iy). 
4 w(z)=ix(x+i)-y(p-iù)  (z2=x+iy). 


38.12. Soit V(z) la fonction de courant d’un champ vectoriel solénoïdal. 
Montrer que l’ensemble de niveau de la fonction de courant (c’est-à-dire 
l'ensemble de points z en lesquels la fonction F{(z) prend une valeur donnée) 
est constitué par un certain nombre de lignes de courant qui ne se rencontrent 
qu'aux points critiques. 

38.13. Soient deux champs vectoriels solénoïdaux donnés dans un même 
domaine, et soient V.(z) et V.(z) leurs fonctions de courant. Montrer que, 
si chaque ligne de courant d’un de ces champs est une ligne de courant de 
l’autre champ, alors il existe une fonction différentiable ®(E, n) telle que 


B(V.(2), V,(G))=0. 


Un champ vectoriel w(z) = u(x, y) + iv(x, y) est appelé potentiel dans un 
certain domaine s’il existe une fonction continôment différentiable dans ce 


domaine U(x, y) telle que = u(X, y), _ =w(x, y). Cette fonction U{(x, y) 
(ou bien, tout court U(z)) est appelée potentiel du champ vectoriel. 


38.14. Montrer qu’un champ vectoriel w(z)=zu(x, y) +iu(x, y) est po- 
tentiel dans un domaine fini simplement connexe D si, et seulement si, 
0 dans tout le domaine D. 

38.15. Montrer qu’un champ vectoriel w(z) est potentiel dans un do- 
maine D si, et seulement si, le champ vectoriel iw(z) est solénoïdal dans ce 
domaine. 

38.16. Se convaincre que les champs vectoriels w(z) ci-dessous sont 
potentiels et trouver pour eux les potentiels U(z): 


1. w(z)=2"1 2. w(z)=i(z)"*. 
3. w(z)=izx?y" (z2=x+iy). 
4. w(z)=x(2+i)+iy(y2 à)  (z=x+iy). 


38.17. Montrer que le potentiel d’un champ vectoriel croît monotone- 
ment lorsqu'on se déplace le long d’une ligne de courant. 


Les lignes de niveau du potentiel d’un champ vectoriel sont appelées 
lignes équipotentielles. Pour un champ vectoriel à trois dimensions, les lignes 
équipotentielles sont remplacées par des surfaces. Pour cette raison, la 
notion de direction d’une ligne équipotentielle pour un champ vectoriel 
plan est introduite d’une façon quelque peu artificielle. 
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38.18. Soit un champ vectoriel potentiel. Montrer que: 

1. Par chaque point non critique du champ vectoriel il passe exactement 
une ligne équipotentielle. 

2. Une ligne équipotentielle et une ligne de courant qui passe par un 
point non critique donné se coupent en ce point à angle droit. 


Comme direction positive d'une ligne équipotentielle nous allons con- 
sidérer la direction à gauche par rapport à la direction positive de la ligne 
de courant passant par le même point. 


38.19. Trouver toutes les lignes équipotentielles passant par les points 
critiques des champs vectoriels potentiels w(z) ci-dessous: 


1. w(z) ==. 2. w(z)=izx?y" (2=x+iy). 
3. W)=i. 4. we)=5 (1-52). 


38.20. Montrer qu’un champ vectoriel w{(z) est potentiel et solénoïdal 
dans un domaine D si, et seulement si, la fonction w(z) est régulière dans ce 
domaine. 

38.21. Soit w(z) un champ vectoriel potentiel et solénoïdal dans un do- 
maine D, et soient respectivement U(z) et V(z) son potentiel et sa fonction 
de courant. Montrer que: 

1. Les fonctions U(z) et V(z) sont harmoniques dans le domaine D, 
c'est-à-dire 

EU EU _Q PV, 
0x 9 0x 90ÿ 

2. La fonction W{(z)= U(2) +i V(2) est régulière dans le domaine D. 

3. La formule W"(z) = w(z) a lieu. 


Un champ vectoriel potentiel et solénoïdal dans un domaine D sera 
appelé champ vectoriel à potentiel complexe dans ce domaine, tandis que la 
fonction W{(z) = U(z)+iV(z), où U(z) est le potentiel et Y(z) la fonction de 
courant, sera appelée potentiel complexe de ce champ. 


0, = 0. 


38.22. Montrer que les assertions suivantes sont vraies: 

1. Pour qu’un champ vectoriel solénoïdal dans un domaine fini simple- 
ment connexe D soit à potentiel complexe dans D, il faut et il suffit que son 
potentiel soit harmonique dans D. 

38.23. Trouver les équations des lignes de courant et des lignes équipo- 
tentielles pour les champs vectoriels ci-dessous, donnés par leurs potentiels 
complexes W(z) dans les domaines D indiqués, et représenter graphiquement 
ces lignes: 

1 W=e, D: limzi<x 2 W=In, D: Imz>0. 


3. W=iln{t®, D: Imz-0. 4 W=-, D: 2#41. 
5. W=in", D: z<1l, Imz-0. 
6. W=z(z+) D : Iz|-1. 


z ? 
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Soit w(z) un champ vectoriel donné dans un domaine D, et soit L une 
courbe arbitraire lisse par morceaux contenue dans ce domaine. Posons 


S(L) = [w, ds, R(L) = Î w, ds, où w, est le produit scalaire du vecteur w(z) 


L L 
par le vecteur unité de la tangente à la couroe L au point z, w, étant le pro- 
duit scalaire du vecteur w(z) par le vecteur unité de la normale à la courbe L 
au point z (on considère le vecteur de la tangente dirigé suivant la courbe, 
et le vecteur de la normale, à gauche par rapport à la courbe). La grandeur 
S(L) sera appelée flux du champ vectoriel w(z) à travers la courbe L, et la 
grandeur R(L) circulation du champ vectoriel le long de la courbe L. (Le 
terme « circulation » est habituellement réservé pour une courbe fermée, 
tandis que pour une courbe non fermée, on utilise le terme « intégrale 
linéaire du champ vectoriel » qui est très peu adéquat. C'est pourquoi nous 
n’allons pas l'utiliser.) 


38.24. Montrer que la circulation d’un champ vectoriel le long de tout 
tronçon d’une ligne de courant est positive. 

38.25. Soit w(z) un champ vectoriel potentiel. Montrer que son flux 
à travers un tronçon d’une ligne équipotentielle qui ne contient pas de 
points critiques est différent de zéro. 

38.26. Montrer que: 

1. Le flux d’un champ solénoïdal à travers toute courbe fermée est nul. 

2. La circulation d’un champ potentiel le long de n’importe quelle 
courbe fermée est nulle. 

38.27. Montrer qu’un champ vectoriel potentiel dans un domaine D 
ne peut pas posséder de lignes de courant fermées situées dans ce domaine. 

38.28. Montrer qu’un champ vectoriel à potentiel complexe dans un 
domaine D ne peut avoir ni lignes de courant fermées ni lignes équipoten- 
tielles fermées (qui ne passent pas par les points critiques) situées dans ce 
domaine. 

38.29. Soient J', et l', deux lignes de courant d’un champ vectoriel 
solénoïdal, et soit F(z) sa fonction de courant. Notons C,; la valeur de la 
fonction V(z) sur la ligne de courant J”, et C, la valeur de cette fonction 
sur la ligne de courant J',. Montrer que le flux du champ vectoriel à travers 
toute courbe dont l’origine se situe sur L”, et l'extrémité sur ', est égal à 


CG C, e 
38.30. Démontrer la formule R(L) +iS(L)= | w(z) dr. 
| L 
38.31. Trouver le flux S(L) et la circulation R(L) des champs vectoriels 


w(z) ci-dessous suivant les courbes L indiquées (les circonférences sont 
parcourues dans le sens inverse des aiguilles d’une montre): 


1. We. L : |zi=i. 


F4 
2. W=+, L: Iz-2]=1. 
3: w=+, L : Iz|=1. 


4. w= TE, L5 12122: 


5. W= €, L : z=it, -7r-<t=17. 
6. w=cosZz, L: z=iR+t, -71-1=n. 


* * * 


Un champ vectoriel est appelé localement solénoïdal dans un domaine D 
si pour chaque point de ce domaine il existe un voisinage tel que ce champ 
y soit solénoïdal. D'une façon analogue sont définies les notions de champ 
localement potentiel et de champ localement à potentiel complexe. 


38.32. Montrer qu’un champ vectoriel localement solénoïdal dans un 
domaine fini simplement connexe est solénoïdal dans ce domaine. 

Indication. Voir le problème 7.13. 

38.33. Soit un champ vectoriel localement solénoïdal dans le domaine 
O</z| <. Montrer que ce champ est solénoïdal dans tout ce domaine si, 
et seulement si, S(|z| = 1) =0. 

38.34. Soit un champ vectoriel localement solénoïdal dans un domaine 
fini doublement connexe. Montrer que ce champ est solénoïdal dans tout 
ce domaine s’il existe au moins une courbe fermée L contenue dans le 
domaine en question, non homotope à zéro dans ce domaine et telle que 
S(L)=0. 

Indication. Voir le problème 7.22. 

38.35. Soit D un domaine fini m-connexe dont les composantes intérieures 
de la frontière sont C;, .-.., Cn-1, tandis que z,, ..., zn_1 Sont des points 
arbitraires situés respectivement sur ces composantes. Montrer que, si un 
champ vectoriel w(z) est localement solénoïdal dans le domaine D, alors 
le champ vectoriel 


: D SL 1 
Wi1(2) = w(z) De p2 "Dr 2-2? 
est solénoïdal dans tout le domaine D (ici, L,, k=1, ..., m—1, est une 
courbe simple fermée contenue dans le domaine D et constituant la frontière 
du domaine D, qui contient la composante ZL, sans contenir d’autres com- 
posantes de la frontière du domaine D). 


* * * 


Les problèmes qui suivent se rapportent au fait que la valeur d’un champ 
vectoriel en un point du domaine où il est donné n’est pas, strictement par- 
lant, un vecteur mais un opérateur linéaire (tenseur)’qui agit dans l’espace 
des différentielles. Dans les conditions déterminées, un tel opérateur peut 
être donné en donnant un certain vecteur. Ayant en vue que ces questions 
sont superficiellement traitées par les manuels sur la théorie des fonctions 
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d'une variable complexe, on trouvera ci-dessous quelques explications qui 
prennent appui sur le sens physique de la notion de champ vectoriel. 
Prenons comme modèle physique le champ de vitesses d’un mouvement 
stationnaire d’un fluide. Il est clair que l'écoulement d’un fluide est un 
phénomène physique qui ne dépend pas du choix du système de coordonnées. 
tandis que la notion de vitesse est liée au choix de ce système, et la vitesse 
d'écoulement varie lorsqu'on passe d’un système de coordonnées à un 
autre. Cependant, l'intensité du flux et de la circulation (le long de n’im- 
porte quelle courbe donnée) doit rester invariante lors du changement des 
coordonnées en vertu du sens physique de ces grandeurs. Dans le cas d’un 
champ vectoriel plan w(z), cela signifie que, pour chaque courbe Z, la 


grandeur R(L) + iS(L) = [ro dz doit rester invariante au passage d’un 


L 
système de coordonnées à un autre. Etant donné que la courbe L est une 
courbe arbitraire (on peut considérer qu’elle est représentée par un segment 
de droite allant du point z au point z + dz), cette assertion peut être formulée 
d’une façon encore plus simple : 

L'expression différentielle w(z) dz doit être invariante lors du passage d’un 
système de coordonnées à un autre. 

L'expression w(z)dz doit être interprétée comme l’application d’un certain 
opérateur linéaire (qui dépend du point z) au vecteur dz disposé dans le 
plan des différentielles. Dans le cas général, un tel opérateur peut être décrit 
par une matrice d’ordre 2 dont les éléments dépendent de z, mais, dans 
certains Cas, cet opérateur se ramène au produit du nombre complexe dz 
par un certain nombre complexe dépendant de z. On démontre aisément 
que cette dernière affirmation est impossible si l’on veut assurer l’invariance 
de l'expression différentielle w(z) dz pour tout changement de coordonnées. 
Pourtant, cela devient possible si l’on se limite à des changements de coor- 
données qui se ramènent à une représentation conforme. 


38.36. Soit w(z) un champ vectoriel donné dans un domaine D, et soit 
£=œ(z) la représentation conforme du domaine D sur un domaine D. 
Désignons par w*(£) la valeur du champ vectoriel w(z) en coordonnées 
nouvelles & (qui correspondent au même point que ie point z en coordonnées 
w(z) 
pG) 

38.37. Tout en conservant les notations du problème précédent, intro- 
duisons les notations : 


anciennes). Montrer que w*(£) = 


Rez=x, Imz=}y ; 
Re w(z)= u(x, y), 
Re w*(@)=u*(E, ñ), 


Démontrer les formules : 


EL À 2) 1p CI. 


3e om 
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Reô=E6, Imc=17 ; 
Im w(z) = (x, y) ; 
Im w*(@)=v"(6, n). 


2 ov* A É 2) PGI. 


7 06° 07 \ox 97 


Dans ce qui suit, au lieu d’écrire « la grandeur est invariante au passage 
d’un système de coordonnées à un autre se ramenant à une représentation 
conforme », on va dire tout court « la grandeur est invariante par rapport 
aux représentations conformes ». 


38.38. Montrer que la fonction de courant d’un champ vectoriel solé- 
noidal est invariante par rapport aux représentations conformes. 

38.39. Montrer que le potentiel d’un champ vectoriel potentiel est in- 
variant par rapport aux représentations conformes. 

38.40. Montrer que les points critiques d'un champ vectoriel sont :in- 
variants par rapport aux représentations conformes. 

38.41. Soit w(z) un champ vectoriel donné dans un domaine D. Est-ce 
que les grandeurs ci-dessous seront invariantes par rapport aux représenta- 
tions conformes ? 


1. fimoids 2 [fiwaide 3. [fiméide 4. [w(z) dr. 
L 4 4 L 


AREA 


Ici, L est une courbe contenue dans le domaine D, À un sous-domaine du 
domaine D, ds un élément de longueur d'arc, do un élément de surface du 
domaine D, 


ou PAPE 


3x7 | 4 


u(x, y)=Re w(x + iy), v(x, y) = Im (x + iy). 


RÉPONSES 
38.05. 


1. xy= const; voir la fig. 165. 2. x? y*= const; voir la fig. 166. 3. xy= const; 
voir la fig. 165. 


1 
4. arg == const ; voir la fig. 167. S. (-- =] sin @= const (z= re); voir la fig. 168. 
r 


38.08. 


1. z2=0 ; quatre. 2.z=0 ; six. 3. z=0 ; une infinité. . z=0 ; aucune. 
S. z=0 ; six. 6.==1etz=-1; quatre lignes pour chaque point. 


38.11. 
| 
1 V=xy+C. 2. Va -Iin|:|+C. 3. di de 


1 
4 V= 3 +) x C. 


38.16. 
1. U=in 


y 

3. U=-—#p+C. 
: +r CG 
4. Un (+7 )+ay+ C. 
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38.19. 
Nine DL RE 1,2,3 
e 8 4 2 , + 2» rB 2 » » e 
kx 
3. MBZ= 0, 1, 2 3, 
X 

. z=l :}ps NUE 
z p#i@-D} 2 ( ) 

X 
=—]: = een} -# ( )) 

x+2 


38.23. 
1. Lignes de courant : y= const ; lignes équipotentielles : x = const ; voir la fig. 169. 
2 Lignes de courant : Iz-iC|= V1+C?,0<C<= ;y=0 ; lignes équipotentielles : 


C?+1 2C 
ele 0<C<1, C>1; xX=0: voir la fig. 170. 


3. Lignes de courant a —_ 0O<C<1,C>1 ; x=0 ; lignes équi 
C2-1| |C?-1] 


potentielles : Iz—iC|= VC?+1,0<C<— ; y=0 ; voir la fig. 171. 
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4. Lignes de courant : (x°17=)}-2(x°-3°)+ Cxy+1=0 ; x=0 ; y=0 ; lignes équi- 
potentielles : (x°+ 3°} - C(x-3)-1+C=0 ; x= + Y1+ÿ ; voir la fig 172. 
2-1 42] 


. C3 2 — 
$. Lignes de courant : pe A const ; 


voir la fig. 173. 


es = const ; lignes équipotentielles : arg 
] . C2] L] LL] 
6. Lignes de courant : r—] sin p «const (re? =z) ; lignes équipotenticlles : 
Ü 1 Fr 
[+ -) cos p=const ; voir la fig. 174. 
r 
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38.31. 
1. S=27, R=0. 2. S=0, R= -—. 3. S=0. R=0. 4. S=0, R=0. 
5. S=0, R=0. 6. S=0, R=0. 


38.41. 
1. Oui. 2. Oui. 3. Non. 4. Non. 5. Oui. 6. Oui. 


$ 39. Points singuliers des champs vectoriels à potentiel complexe 


Partout dans ce qui suit nous n’aurons affaire qu’à des champs vectoriels 
localement à potentiel complexe, c’est-à-dire à des champs vectoriels w(z) 


tels que, pour eux, la fonction w(z) soit régulière. On appelle potentiel 
complexe d’un pareil champ vectoriel une fonction analytique W{(z) (qui. 
généralement parlant, est une fonction multiforme) dont la dérivée est uni- 


forme et coïncide avec la fonction w(z). Les fonctions harmoniques U(z) = 
=Re W{(z), V(z)=Im W{(z) (qui, généralement parlant, sont aussi des 
fonctions multiformes) sont appelées respectivement potentiel et fonction 
de courant du champ vectoriel w(z). 

On appelle ligne de courant d’un champ vectoriel w(z) une courbe simple 
lisse par morceaux L dont la direction en chaque point où elle a une tan- 
gente coïncide avec la direction du vecteur w(z). 

On appelle ligne équipotentielle d’un champ vectoriel w(z) une courbe 
simple lisse par morceaux L dont la direction en chaque point où elle a une 
tangente coïncide avec la direction du vecteur iw(z). 

On vérifie aisément que sur chaque ligne de courant la fonction de 
courant reste constante, tandis que sur chaque ligne équipotentielle c’est 
le potentiel qui est constant (ayant en vue que la fonction de courant et le 
potentiel peuvent être des fonctions multiformes, on entend par leurs 
valeurs en un point de la courbe les valeurs obtenues par un prolongement 
continu suivant la courbe depuis une détermination quelconque choisie au 
point d’origine de la courbe). 


39.01. Pour les champs vectoriels w(z) ci-dessous, trouver le potentiel 
complexe W{z), le potentiel U(z) et la fonction de courant (z) et représenter 
graphiquement les lignes de courant et les lignes équipotentielles : 
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i— _ = 
1. w=et. 2. w=Z7 3. w=iz. 4. w=2". 


S w=e 45 6. w= -2Z71 
7. w=iz 1, 8. w=(1+i)z"! 
9. w=2z7 10. w=iz?. 


Un point z,# > est appelé point critique d'un champ vectoriel w(z) si 
w(z,) =0. On appelle ordre d’un point critique z,* += l’ordre du zéro de la 
fonction w{z) au point z,. Le point à l'infini est un point critique d’ordre 
m pour le champ vectoriel w(z) si le point  =0 est un point critique d'ordre 
m pour le champ vectoriel —-Ë-2w(£ 1). 
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39.02. Trouver les lignes de courant du champ vectoriel w(z)=2" 
(m=1, 2, ...) sortant du point critique z=0 et pénétrant dans ce point. 

39.03. Représenter graphiquement les lignes de courant des champs 
vectoriels w(z)=Z et w(z) =z? près du point critique z=0. 

39.04. Trouver tous les points critiques des champs vectoriels ci-dessous, 
donnés par les potentiels complexes W{(z), et les équations de toutes les 
lignes de courant passant par ces points : 

1 


1. W=z4l, 2. W=in2tL. 3. W=z+liilnz. 
z (z—1» z 


4. W=z+=+iilnz. 5. W=z+_+2ilnz. 6. W=z+inz. 


7. W=z+ilnz. 8. W=z-—. 9. W=z+i. 


Un point z,< = est appelé pôle d'ordre m pour un champ vectoriel w(z) 
si ce point est un pôle d’ordre m pour la fonction w(z). Le point z= + est 
appelé pôle d’ordre m pour un champ vectoriel w(z) si le point £ =0 est un 
pôle d’ordre-m pour le champ vectoriel —-£—2w(£-1. 

D’habitude, les pôles d’un champ vectoriel ne sont pas exclus du do- 
maine où ce champ est donné, mais sont appelés points singuliers du champ 
vectoriel. On adopte la classification suivante des points singuliers d’un 
champ vectoriel. 

Un point z,# = est appelé source d'intensité 2r7a si dans le voisinage du 


point z, la fonction w(z) peut être présentée sous la forme w(z)= _— +f(2), 


où la fonction /(z) est régulière au point z,, « étant un nombre réel (une 
source d’intensité négative est souvent appelée puits). 
Un point z,* = est appelé tourbillon d'intensité 2xf si dans le voisinage 


du point z, la fonction w(z) peut être présentée sous la forme w(z) - + 


+ f(2), où la fonction /f(z) est régulière au point z,, f étant un nombre réel. 
Un point z, # = est appelé dipôle de moment 2xa si dans le voisinage du 


point z, la fonction w(z) peut être présentée sous la forme w(z)= - CS + 


+/f(z), où la fonction f(z) est régulière au point z, (souvent, on appelle 
moment d’un dipôle le nombre |a|, le nombre arg a étant la direction de 
l'axe dù dipôle. 

Un point z,# est appelé multipôle d'ordre 2m (m = 1) si dans le voisinage 


du point z, la fonction w(z) peut être présentée sous la forme w(z) = s 


(G-2)" 
+ f(2), où la fonction /(z) est régulière au point z,. 

On considère que pour un champ vectoriel w(z), le caractère du point 
singulier z=+ coïncide avec le caractère du point singulier & =0 pour le 
champ vectoriel —-Ë—-2w{(@-1) ; si seulement le point singulier est un dipôle, 
alors, pour le moment, on prend le signe opposé. 

Généralement parlant, un pôle arbitraire d’un champ vectoriel est 
constitué par un tourbillon, une source, un dipôle et des multipôles d’ordre 
2m, m=<n, où n est l'ordre du pôle. Un pôle constitué par un tourbillon et 
une source est parfois appelé tourbillon-source. 
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39.05. Trouver et décrire tous les points singuliers des champs vectoriels 
ci-dessous donnés dans les domaines D indiqués par leurs potentiels com- 
plexes W(2) : 


1. W=ztilnz; D: ld>l 2 W=inÆ=; D: Iz<l. 


3. W=z+ilnz; D: ]z|<1. à. W=z+=: D : |[zZl<s. 

5. W=insinz ; D: Izl<e. 6. W=ilntgz; D: Izi<.. 
1. W=ln(-1): D: Izze 8. W=in(:+2); D: Izl=. 
9. W=In(z+ÿz+1), W'(1)-0 ; D: :€e[-i 


10. W=iln(2z+Yz2-1), W'(V2)= A: 5 D: z€{[-1,1] 
39.06. Montrer que le point z= sera un tourbillon-source respective- 
ment d'intensité B et « pour un champ vectoriel si, et seulement si, le po- 
tentiel complexe W{(z) de ce champ dans le voisinage du point == peut 


être présenté sous la forme W{(z)= In z+f(z), où la fonction f{(z) est 


régulière au point z= +. 

39.07. Montrer que l'intensité d’une source située en un point z# = est 
égale au flux du champ à travers une circonférence assez petite de centre 
z, (a direction est inverse au sens des aiguilles d’une montre). 

39.08. Montrer que l'intensité d’un tourbillon situé en un point z,# 
est égale à la circulation du champ vectoriel le long d’une circonférence 
assez petite de centre z, (la direction est inverse au sens des aiguilles d’une 
montre). 

39.09. Montrer qu’un point singulier z, d’un champ vectoriel sera une 
source si, et seulement si, le potentiel du champ vectoriel est uniforme dans 
un certain voisinage du point z, et y conserve son signe. 

39.10, Montrer qu’un point singulier z, d’un champ vectoriel sera un 
tourbillon si, et seulement si, la fonction de courant de ce champ vectoriel 
est uniforme dans un certain voisinage du point z, et y conserve son signe. 


*X X * 


Même pour des champs vectoriels relativement simples, une étude 
complète des lignes de courant présente beaucoup de difficultés. Pourtant, 
pour la résolution d'un grand nombre de questions, il suffit d’obtenir cer- 
tains renseignements qualitatifs sur le comportement des lignes de courant. 
Pour effectuer des études qualitatives de ce genre, on utilise comme instru- 


ment de base l’invariance de l'expression différentielle w(z) dz lors des re- 
présentations conformes (pour plus de détails, voir le texte qui précède le 
problème 38.36). 


39.11. Montrer que l’ordre d’un pôle est invariant lors des représenta- 
tions conformes. 
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39.12. Montrer que l'intensité d’une source et l’intensité d’un tourbillon 
sont invariantes lors des représentations conformes. 

39.13. Dire comment va varier le moment a d’un dipôle en un point z, 
par la représentation conforme à =(z) (à condition que le dipôle se trouve 
en un point à distance finie aussi bien avant qu’après l’application). 

39.14. Représenter graphiquement le tableau qualitatif des lignes de 
courant dans le voisinage d’une source. 


Indication. En utilisant l’invariance de l'expression différentielle w(z) dz, 
ramener l'étude au cas w(2)== : 


39.15. Représenter graphiquement le tableau qualitatif des lignes de 
courant dans le voisinage d’un tourbillon. 

39.16. Représenter graphiquement le tableau qualitatif des lignes de 
courant dans le voisinage d’un point critique d’ordre 1 et 2. 

39.17. Représenter graphiquement Île tableau qualitatif des lignes de 
courant dans le voisinage d’un dipôle. 

39.18. Représenter graphiquement le tableau qualitatif des lignes de 
courant dans le voisinage d’un tourbillon-source dont les intensités sont 
différentes de zéro. 

39.19. Représenter graphiquement le tableau qualitatif des lignes de 
courant dans le voisinage des multipôles d’ordre 4 et 6. 

39.20. Soit z, un pôle d'ordre m=2 pour un champ vectoriel dont le 
potentiel complexe est W(z). Montrer que l'ensemble de niveau de la fonc- 
tion de courant Im W{z)= C est constitué, dans un voisinage assez petit 
du point z,, par m — 1 lignes de courant pénétrant dans le pôle et par m-—1 
lignes de courant sortant de ce pôle. Avec cela, les lignes de courant qui 
pénètrent ‘dans le pôle alternent avec les lignes de courant qui en sortent 
et les angles que font entre elles au point z, deux lignes immédiatement 
voisines sont égaux à —— 5 

Indication. À l’aide de la représentation conforme, ramener l'étude au 

« 1 
cas où W(z)=ain z+-i ct Zo = 0. 

39.21. Montrer qu’un voisinage aussi petit que l’on veut d’un point 
singulier d’un champ vectoriel comporte des lignes de courant fermées 
(lignes qui ne passent pas par ce point singulier), si, et seulement si, ce point 
singulier est un tourbillon. 

39.22. Soit un point singulier d’un champ vectoriel jouissant de la pro- 
priété que les lignes de courant qui en sortent sont tangentes à n'importe 
quelle direction. Montrer que ce point singulier est une source. 

39.23. Montrer que, si dans un certain voisinage d’un point singulier 
d’un champ vectoriel il n’y a pas de lignes de courant contenues entièrement 
dans ce voisinage et ayant l’origine et l’extrémité en ce point, alors cc point 
singulier est un tourbillon-source. 


La voie qu’il faut suivre pour décrire le tableau qualitatif des lignes de 
courant d’un champ vectoriel tout entier (et pas seulement dans le voisinage 
de certains points) est donnée par le théorème que l’on propose de démontrer 
dans les problèmes suivants. 
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39.24. Supposons que le domaine où est donné un champ vectoriel w(:) 
contienne le domaine D dont la frontière est constituée par des tronçons 
de lignes de courant de ce champ vectoriel se rencontrant aux points criti- 
ques (mais pas aux pôles, car il n’y a pas de pôles sur la frontière de ce 
domaine). Traçons dans le domaine D toutes les lignes de courant, qui 
passent par les points critiques du champ, situés dans le domaine D où sur 
sa frontière. Alors le domaine D va se décomposer en un certain nombre 
de domaines D,, k=1. 2, ..., n. Montrer que les domaines D, doivent 
appartenir à l’un des quatre types indiqués ci-dessous : 

1. Le domaine D, est simplement connexe et sur sa frontière il n'y a 
pas de pôles du champ vectoriel. 

2. Le domaine D, est doublement connexe et sur sa frontière il n'y a 
pas de pôles du champ vectoriel. 

3. Le domaine D, est simplement connexe et sur sa frontière il y a un 
point qui est un pôle du champ vectoriel. 

4. Le domaine D, est simplement connexe et deux points de sa frontière 
sont des pôles du champ vectoriel (ces deux points de la frontière peuvent 
parfois n'être qu’un point du plan). 

Indication. Prenons une ligne de courant quelconque qui pénètre dans 
la frontière du domaine D, et supposons que sur cette ligne Im W(z)=C.. 
Ensuite, examinons une ligne de courant voisine, sur laquelle Im W{(z) = 
= C+e, contenue dans le domaine D, (le nombre € peut être soit positif 
soit négatif). Elucider ce qui se passe avec cette ligne de courant lorsque 
e varie. Lors de cette dernière opération, il est utile d’avoir en vue le résultat 
du problème 38.07. 

39.25. Les notations du problème 39.24 restant valables, montrer que 
dans un domaine D, du 1° type on trouve exactement un point singulier 
du champ vectoriel et que ce point singulier est un tourbillon. 

39.26. Les notations du problème 39.24 restant les mêmes, montrer que 
les domaines D, des trois derniers types ne contiennent pas de points sin- 
guliers du champ vectoriel. 

39.27. Représenter graphiquement lc tableau qualitatif des lignes de 
courant dans les domaines D, (voir le problème 39.24) de chacun des quatre 
types énumérés. 

39.28. Montrer que sur la frontière d’un domaine D, du 3° type (voir le 
problème 39.24) on trouve un pôle du champ vectoriel d’ordre non inférieur 
à 2. 

39.29. Montrer qu'un pôle d’ordre m =2 est un point commun des fer- 
metures de 2m -—2 domaines D, (voir le problème 39.24) du 3° type et, 1l 
se peut, d'un certain nombre de domaines du 4° type. 

39.30. Montrer que chaque point critique d'ordre m situé à l'intérieur 
du domaine D est un point commun de la fermeture d'au moins m +2 
domaines D, (voir le problème 39.24). 

39.31. Montrer que, si un point critique d'ordre m est un point commun 
de la fermeture des domaines D, (voir le problème 39.24) du 4° type seule- 
ment, alors le nombre de ces domaines est égal à 2m + 2. 

39.32. Soit D un domaine simplement connexe et supposons qu'un champ 
vectoriel possède dans ce domaine deux sources dont les intensités sont de 
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signe opposé sans avoir d’autres pôles. Montrer que, si les conditions du 
problème 39.24 sont satisfaites, le domaine D se décompose en deux do- 
maines D, et que ces derniers sont du 4° type. 

Indication. Prendre une ligne de courant Im W{(z) = C, quelconque con- 
tenue dans le domaine D (elle doit obligatoirement aller d’une source à l’autre) 
et voir ce qui peut se passer avec cette ligne de courant lorsque C, varie. 

39.33. Soit D un domaine simplement connexe et supposons qu’un champ 
vectoriel ait dans ce domaine deux tourbillons dont la somme des intensités 
est nulle, sans avoir d’autres pôles. Montrer que, si les conditions du problè- 
me 39.24 sont satisfaites, le domaine D se décompose en deux domaines 
du 1% type. 

39.34. Représenter graphiquement le tableau qualitatif des lignes de 
courant des champs vectoriels à potentiels complexes W{z) ci-dessous dans 
les domaines D indiqués : 


L We; D: lai<l. 
2 W=iMOes: D: lr<l. 
3. W=iln®— ; D : Iz|<i. 
4. Wen ES: D : !z|<i. 
=> Win ER à D : Iz|<i. 
6 Wim D; D: z<l. 
7. W= iln “62 , D : Iz|<1I. 
z°—8 
8. W=z+-+ilnz; D : Iz-1. 
9. W=z+=+3ilnz; D : 1Iz|l=1. 


(2z-1Xz-2). 


1 À ” 
10. Wezt-+he ess : D : ]z|<i. 
_n@-1Xz-2) ,5 @z-1X2+2) | 7 
Win En ER D: lai<l. 
_G@z-1)&-2) . 4z-1. . 
12. Who: ln ; D : 1z| < I. 


39.35. Représenter graphiquement le maximum de variantes possibles 
du tableau des lignes de courant dans les cas où, les conditions du problème 
39.24 étant satisfaites, le domaine D est simplement connexe et le champ 
vectoriel possède dans ce domaine seulement les points singuliers ci-dessous : 

1. Trois sources dont la somme des intensités est nulle. 

2. Deux sources, dont la somme des intensités est nulle, et un dipôle. 

3. Un tourbillon et un dipôle. 

4. Un tourbillon et deux sources dont la somme des intensités est nulle. 

5. Trois tourbillons. 
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39.36. Représenter graphiquement le maximum de variantes possibles 
du tableau des lignes de courant dans les cas où, les conditions du problème 
39.24 étant salisfaites, le domaine D est doublement connexe et le champ 
vectoriel possède dans ce domaine seulement les points singuliers ci-dessous : 

1. Un tourbillon. 

2. Un dipôle. 

3. Deux sources dont la somme des intensités est nulle. 

4. Deux tourbillons. 

39.37. Représenter graphiquement le maximum de variantes possibles 
du tableau des lignes de courant dans les cas où, les conditions du problème 
39.24 étant satisfaites, le domaine D est triplement connexe et le champ 
vectoriel n’a pas de points singuliers. 


Les mêmes méthodes sont applicables au cas où le domaine D représente 
tout le plan élargi. Dans ce cas le domaine n’a pas de frontière et c’est pour 
cela qu’il est superflu de voir si elle est une ligne de courant. 


39.38. Représenter graphiquement le tableau qualitatif des lignes de 
courant des champs vectoriels à potentiels complexes W{(z) ci-dessous dans 
le plan élargi tout entier : 


I. W=z+. 2: W=z-1. 


(2-1) 
z+i 
. W=in(z+1)z-1ÿ. 6. W=z+ilnz. 


3 
n) 
7. W=z+inz. 8. W=z+=. 
9 


. W=z+3z 4. W=ln 


À W=z+l+2iln Z: 
10. W=iln=#. 11. W=iln(z+1Xz-1}. 


12, W=2in+ne.. 


39.39. Représenter graphiquement le maximum de variantes possibles 
du tableau des lignes de courant si le domaine D représente tout le plan 
élargi et le champ vectoriel n’a que les points singuliers ci-dessous : 

1. Deux dipôles (pour rendre le traçage plus facile, situer un de ces 
dipôles à l'infini). 

2. Trois sources dont la somme des intensités est nulle (situer une source 
à l'infini). 

3. Trois tourbillons dont la somme des intensités est nulle (situer un 
tourbillon à l'infini). 

4. Un dipôle et deux tourbillons dont la somme des intensités est nulle 
(situer le dipôle à l'infini). 

5. Un pôle d'ordre 3 (situé à l'infini). 
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Soit un champ vectoriel à potentiel complexe W{(z) donné dans un 
domaine D, et soit L une courbe lisse par morceaux constituant une partie 
de la frontière du domaine D. Nous allons appeler la courbe L ligne de 
courant frontière du champ vectoriel si: 

a) le potentiel complexe est continu jusqu’à la courbe Z; 

b) la fonction de courant reste constante sur L; 

c) lorsqu'on parcourt la courbe Z dans le sens positif, le potentiel du 
champ de courant croît monotonement. 

Si la frontière du domaine D, dans lequel est donné le champ vectoriel, 
est consituée, dans le voisinage d’un point frontière z,, par deux lignes de 
courant frontières de ce champ vectoriel qui s'unissent au point z,, et si 
pour z—2z,, ZE D, le potentiel complexe du champ vectoriel tend vers l'infini, 
nous allons appeler le point z, pôle frontière du champ vectoriel. 

Un pôle frontière z, d’un champ vectoriel sera appelé source frontière 
si pour z—z,, Z€ D, la fonction de courant du champ vectoriel reste bornée. 

Nous allons appeler intensité d’une source frontière z, la valeur du flux 
d’un champ vectoriel à travers tout arc L contenu dans un voisinage assez 
petit du point z, et joignant dans le domaine D les lignes de courant fron- 
tières qui s’ugissent au point z,, à condition que la direction de l'arc L soit 
choisie telle que la partie du domaine D dont la frontière contient le point 
Z reste à droite de l’arc L (l’indépendance de la valeur du flux du choix de 
l’arc L découle du problème 38.29). 


39.40. Soit z, une source frontière d’un champ vectoriel. Montrer que 
pour z—z,, z€D, le potentiel du champ vectoriel admet une limite égale 
à + OU à — =. 

39.41. Montrer que quelque petit que soit le voisinage considéré d’une 
source frontière, chaque ligne équipotentielle sortant d’un point de la fron- 
tière, située assez près de la source frontière, ne sort pas du voisinage choisi 
de cette source et finit en un point de la frontière; en outre, l'origine 
et l'extrémité se situent de côtés différents par rapport à la source fron- 
tière. 

39.42. Soit z, une source frontière d’un champ vectoriel. Désignons par 
L, la ligne de courant frontière qui précède la source frontière, et par Z, 
la Ligne de courant frontière qui suit après cette source (la frontière du do- 
maine est parcourue dans le sens positif). Notons C, la valeur de la fonction 
de courant du champ vectoriel sur l’arc L, , et C, sur l'arc L,. Montrer que : 

1. Les lignes de courant pénétrant dans la source frontière (ou sortant 
de cette source) correspondent aux valeurs de la fonction de courant compri- 
ses entre C, et C:. 

2. L’intensité de la source frontière est égale à C, - C.. 

39.43. Représenter graphiquement le tableau qualitatif des lignes de 
courant d’un champ vectoriel dans le voisinage d’une source frontière. 


Un pôle frontière d’un champ vectoriel est appelé dipôle frontière si la 
fonction de courant du champ vectoriel a la même valeur sur les deux lignes 
de courant frontières qui s’unissent en ce pôle et si dans ce pôle ne pénètre 
plus aucune Hgne de courant ayant la même valeur de la fonction de cou- 
rant. 
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39.44. Montrer que la fonction de courant d’un champ vectoriel n’est 
pas bornée dans le voisinage d’un dipôle frontière. 

Indication. Réaliser la représentation conforme d’un certain voisinage 
du dipôle frontière sur le demi-disque [81 <1, Im&=—0 (cette application 
transforme le dipôle en le point & = 0) et appliquer le principe de symétrie. 

39.45. Montrer que, si le point z tend vers un dipôle frontière suivant 
la frontière d’un domaine, le potentiel du champ vectoriel a comme limites 
++ d’un côté et — = de l’autre. 

39.46. Représenter graphiquement le tableau qualitatif des lignes de 
courant d’un champ vectoriel dans le voisinage d’un dipôle frontière. 

39.47. Montrer que l’intensité d’une source frontière est invariante lors 
des représentations conformes. 

39.48. Trouver les sources frontières et les dipôles frontières pour les 
champs vectoriels ci-dessous donnés par leurs potentiels complexes W#{(z) 
dans les domaines D indiqués. Déterminer en outre l’intensité des sources 
frontières : 


1. W=e ; D: |Imz|<a. 


2. W=in ; D : 1Iz|<1I. 


3. W=Incosz ; D: 0-Rez=<zx, Imz=-0. 


4. W=s (24); D : Imz=0. 
PA 


5. W=z+-+inz , D: Imz>0. 


6. W=Y1+z, W(1)-0 ; D: Imz-0, z€6[0, i]. 


39.49. Supposons que le potentiel complexe W{(z) d’un champ vectoriel 
soit donné en tant que fonction implicite par l’équation W{(z) +eW()= 7, 
W(1)=-0, dans tout le plan privé des demi-droites arg(z-zi)-x, 
arg(z+ri)=7. Trouver les sources frontières et déterminer leur intensité. 

39.50. Représenter graphiquement le tableau qualitatif des lignes de 
courant d’un champ vectoriel dans un domaine simplement connexe borné 
par deux lignes de courant qui s’unissent en deux sources frontières si, ni à 
l'intérieur de ce domaine, ni sur sa frontière, il n’y a plus d’autres points 
singuliers. 

39.51. Représenter graphiquement le maximum de variantes possibles 
du tableau des lignes de courant d’un champ vectoriel dans un domaine 
simplement connexe borné par des lignes de courant si à l’intérieur de ce 
domaine il y a deux tourbillons, tandis que sur sa frontière on trouve deux 
sources frontières dont les intensités sont de signe opposé (ni à l’intérieur, 
ni sur la frontière du domaine il n’y a plus d’autres points singuliers). 

39.52. Représenter graphiquement le maximum de variantes possibles 
du tableau des lignes de courant d’un champ vectoriel dans un domaine 
doublement connexe borné par des lignes de courant si sur la frontière de 
ce domaine on trouve deux sources frontières, et, outre ces sources, ni à 
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l'intérieur du domaine, ni sur sa frontière 1l n’y a plus d’autres points sin- 
guliers. 

39.53. Représenter graphiquement le maximum de variantes possibles 
du tableau des lignes de courant d’un champ vectoriel dans un domaine 
doublement connexe borné par des lignes de courant si sur la frontière de 
ce domaine on trouve un dipôle frontière, et, outre ce dipôle, n1 à l’intérieur 
du domaine, ni sur sa frontière il n’y a plus d’autres points singuliers. 

39.54. Soient D, les domaines dont il a été question au problème 39.24. 
Dire quels sont les points singuliers que présente un champ vectoriel sur la 
frontière des domaines du 3° et du 4° types (si ces points singuliers sont 
considérés comme des pôles frontières dans le domaine D). 


x X * 


Beaucoup de problèmes nécessitent l’étude du comportement des lignes 
équipotentielles et pas celle du comportement des lignes de courant. Ce 
problème se ramène sans difficulté à l'étude du comportement des lignes 
de courant, car les lignes équipotentielles pour un champ vectoriel à poten- 
tiel complexe W{(z) sont des lignes de courant pour un champ vectoriel à 
potentiel complexe —-iW{z). On peut d’ailleurs ne faire aucun effort pour 
ramener un problème à un autre, et se limiter à des raisonnements analogues. 


39.55. Représenter graphiquement le tableau qualitatif des lignes équi- 
potentielles des champs vectoriels ci-dessous donnés par les potentiels 
complexes W(z) dans les domaines D indiqués : 


1. W=z+=; D: Izlze. 2 W=z+ilhz:; D: |zlæe. 


ne». ! nr +. : e 
3. W=in LT D : Izlszæ, d. F=z-=, D : Iz|=. 


(z-1Xz-2), . 
S. W=ho GS : D : E4 1. 


.1_ (Cz-1Xz+2) . : - 
6. Wiley ; D : [z! 1. 


7. W=2+l+ilnz D: Iz|l-1i. 


8. W=z+}+3ilnz D: |z|>1. 


42]. 


2 FEU D : Iz|<i. 


9. W=iln 


10. W=iintgz ; D: IRe zl<T. 
11. W=lincosz ; D : IRe zi<%. 


12. W=Y1+z, W()-0 ; D: Imz>0, ze[0, à] 


39.56. Compléter la solution du problème 39.35 en représentant graphi- 
quement le tableau des lignes équipotentielles correspondant à chaque 
tableau des lignes de courant. 


X X * 


Pour des champs vectoriels donnés dans des domaines bornés par des 
lignes de courant frontières, outre les pôles frontières, on peut définir des 
points critiques frontières. C’est justement un point z, qui est appelé point 
critique frontière d'ordre m, si 2m + 2 lignes de courant (les lignes de courant 
frontières y comprises) sortent de ce point ou pénètrent dans lui. Pour un 
point critique frontière, le nombre m n’est pas obligatoirement un entier ; 


il est multiple de _ On voit aisément que la définition proposée convient 


bien en tant que définition d’un point critique situé à l’intérieur du domaine 
où le champ vectoriel est donné. 


39.57. Supposons que le potentiel complexe d’un champ vectoriel soit 
continu jusqu’à un arc L situé sur la frontière du domaine D, où ce champ 
vectoriel est donné, et admettons que la fonction de courant reste constante 
sur l’arc L. Montrer que sur chaque partie fermée de l'arc L ne contenant 
pas ses extrémités on ne trouve qu’un nombre fini de points critiques frontiè- 
res du champ vectoriel. 

Indication. Réaliser la représentation conforme d’une partie simplement 
connexe du domaine D attenante à l'arc L sur le demi-disque || <1,Imê>0, 
de façon que l’arc L soit transformé en le diamètre de ce demi-disque, ensuite 
appliquer le principe de symétrie. 

39.58. Soit z, un point critique frontière d’un champ vectoriel, et soient 
L, et L, deux lignes de courant voisines qui prennent fin en ce point et qui 
correspondent à une valeur de la fonction de courant. Montrer que, si en 
parcourant L, depuis le point z,, le potentiel du champ vectoriel croît, alors, 
en parcourant L, depuis le point z,, ce potentiel diminue. (Deux lignes de 
courant correspondant à une valeur de la fonction de courant sont consi- 
dérées voisines si, dans la partie du domaine D comprise entre ces lignes, 
près du point z,, 1l n’y a pas d’autres lignes de courant ayant la même valeur 
de la fonction de courant). 

Indication. Voir l’indication concernant le problème précédent. 

39.59. Supposons que le potentiel complexe d’un champ vectoriel soit 
continu jusqu’à un arc L situé sur la frontière du domaine D, où est donné 
ce champ, et admettons que la fonction de courant reste constante sur l’arc 
L. Montrer que la direction de variation du potentiel du champ vectoriel 
peut changer (c’est-à-dire que la diminution peut devenir augmentation et 
vice versa) seulement aux points critiques frontières d’ordre non entier. 

39.60. Supsosons que le potentiel complexe W#{z) d’un champ vectoriel 
soit continu jusz 2’ à la frontière du domaine D où ce champ est donné, sauf 
er un nombre fini de points qui son: des sources frontières ou des dipôles 
frontières (nnus n’exigeons pas que W{(z) soit continu ni même uniforme 
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à l’intérieur .du domaine D), et admettons que toute la frontière du domaine 
D soit constituée par des lignes de courant frontières qui s’unissent aux 
points singuliers frontières et aux points critiques frontières. Traçons toutes 
les lignes de courant sortant des points critiques (et pénétrant dans ces 
points) situés aussi bien à l’intérieur du domaine D que sur sa frontière. 
Alors, le domaine D va se décomposer en un certain nombre de domaines 
D,. Montrer que ces domaines D, appartiennent aux types décrits au problè- 
me 39.24. 

39.61. Les conditions du problème 39.60 étant satisfaites, supposons en 
outre que tous les points singuliers du champ vectoriel soient des tourbillons- 
sources à l’intérieur du domaine D, et des sources frontières sur sa frontière. 


Montrer que pour un domaine p-connexe D, la formule M=-N+ 5N "+p-2 


est vraie (ici, M est la somme des multiplicités de tous les points critiques 
du champ vectoriel situés à l’intérieur du domaine D et sur sa frontière, N 
est le nombre de tourbillons-sources du champ vectoriel dans le domaine D, 
N' étant le nombre de sources frontières). 

Indication. Se convaincre du fait que la formule reste valable pour chacun 
des domaines élémentaires D,, ensuite montrer que, si l’on réunit deux do- 
maines arbitraires appartenant à un type décrit dans le problème, la formule 
ne cesse pas d’être vraie. 

39.62, Montrer que la formule du problème 39.61 peut être mise sous 
une forme plus générale: 


M=N+p-2, 


où NW est la somme des multiplicités de tous les pôles du champ vectoriel 
situés à l’intérieur du domaine D et sur sa frontière, si l’on attribue la mul- 
tiplicité 1/2 aux sources frontières, et la multiplicité 1 aux dipôles. 

La formule obtenue dans les problèmes 39.61 et 39.62 est très utile pour 
la résolution des questions concernant l'existence et l’unicité de différents 
champs vectoriels. 


RÉPONSES 
39.01. 
1. W=e %z+C = us 4e ; A ARTR 3 , fig 175. 
2 y2 
… = 
2. FOR : Fer ,  V=xy+C ; fig 176. 
e x? — 
3. W=—+C s U=-xy+C, ; pe + c, + fig 177. 


RE x 
4. ere ; Vase CG; v- y + C2,  f6g. 178. 


4 © 2-3 x? = pt+ 2x 
5. Wa et+C; DDR pr 


+C.; fig. 179. 
6 W=-inz+C; U=-Iinizl+C, ; V=--argz+C ; fig. 180. 
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| IT rh i 


ATEN 
TI 


Fig. 175 


ST 


25° 


7. Wmilnz+C;, U=-argz+C;; V=lnizl+C,; fig 181. 
8. W=(l+ilnz+C; U=Ilnizl-argzt+C,; Vin izl+argz+cC, ; fig. 182. 


1 x y 

Z tp xÿ+ FM nr 
Ë } x 

z s+y 1 a+ FM C fig. 184 


39.02. 


: : 2kn 
Lignes sortantes : aBz—, k=0,1,...,m-—1. 


1 
Lignes pénétrantes : nr Kk=0,1,...,m—1. 
m 


39.03. Fig. 176 ct 178. 


‘39.04. 

1. Le point z= — 1: lignes de courant pénétrantes — la démi-droite (—-, —1) et 
le segment (0, — 1) ; lignes de courant sortantes — les demi-circonférences supérieure et 
inférieure de la circonférence |z|= 1. Le point z=1: lignes de courant pénétrantes — les 
demi-circonférences supérieure et inférieure de la circonférence |z|= 1: lignes de courant 
sortantes — la demni-droite (1, + =) et le segment (1, 0). 
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2. Le point z= —3: lignes de courant pénétrantes -— la demi-droite (— +, —3) et 
le segment (—1, —3); lignes de courant sortantes — les demi-circonférences supérieure 
et inférieure de la circonférence |z+1|= 2. 

3. Le point z=e-s1/6 : ]ignes de courant sortantes — les arcs de la circonférence 
|z1= 1 joignant les points z=e-s5%/6 et z=e""il8; lignes de courant pénétrantes - la 


courbe 
{- VAI I+i(-ine)), 1>1, 


æ 


1 
=] 
et la courbe 

1 
ce (VO i+i-inn), 0<1<1. 


Le point z=e-%//6: lignes de courant pénétrantes — les arcs de la circonférence |zi=1 
joignant les points z=e—"1J/06 et z= e-84/6 : lignes de courant sortantes — la courbe 


z= —{- VAE IP 22 (in rs 1P+ (1 - Int}, t>1, 


e2 


et la courbe 
1 
ze VTT Par-1P+H(-lnr)}, O<r<1. 


4. Le point z= — 3j : les lignes de courant qui pénètrent dans ce point et celles qui 
en sortent appartiennent au lieu géométrique des points z=-re# vérifiant l'équation 


r 
r ( In 3° s) 
3r*-1) 
Le point z= —i/3: les lignes de courant qui pénètrent dans ce point et celles qui en sortent 
appartiennent au lieu géométrique des points z= re# vérifiant l'équation 
r(8 — 5 1n 3r) 
3(r-1) 


5. Le point z= — j : les lignes de courant qui pénètrent dans ce point et celles qui en 
sortent se situent sur la circonférence |z|= 1 et sur le lieu géométrique des points z= re” 
vérifiant l'équation 


Sn = — 


sSNp=-— 


rlr 
1. 
6. Le point z= —1: lignes de courant pénétrantes — le segment (0, — 1) et la demi- 
droite (——, —1) ; lignes de courant sortantes — les courbes 
Zzm-tctgt+it, O<t<n; Zz2=—-1tCctgt-i, 0O<t<x. 


smp=— 


7. Le point z= — j : les lignes de courant qui pénètrent dans ce point et celles qui en 
sortent se situent sur le lieu géométrique des points z= x+ iy vérifiant l'équation x?+ y = 
= e2—2y, 

8. Le point z= j : lignes de courant pénétrantes — les courbes 


1 
+1 


! . 
zm—— (11-142), 1>1: = 1—-124+2i), O<t<]; 
ETC 7 … 73 Fe 


sortantes — les courbes 


’ ! 
—-]+2i), 11; z= 
YA 1+ 1? 


z= (G2—-1+25#), O<t<]. 


Le point z= —j : lignes de courant pénétrantes — les courbes 
t t 
ze —(1-14-2ù), 1>1; œ—— (1-12-2it), O<1<1; 
YA ) É ire ) 


sortantes — les courbes 


t t 
= t2—-1-2it), 1t>1; = —— (2-1 -2ÿ), O<1<1. 
d ra ) L S Er ) 

9. Le point z=e%/4 : jes lignes de courant qui pénètrent dans ce point et celles qui 
en sortent appartiennent au lieu géométrique des points zZ=x+iy vérifiant l'équation 
(x-V2G*+»)+y=0. Le point z=e-sula : les lignes de courant qui pénètrent dans 
ce point et celles qui en sortent appartiennent au lieu géométrique des points vérifiant 
l'équation (x+ V2 V2Xx+ 79 + y = 0. 


. z= = est un dipôle de moment 1 et un tourbillon d'intensité -— 2. 

z=1/2 est un tourbillon d'intensité 2x. 

z=0 est un tourbillon d'intensité 2x. 

. z=- est un dipôle de moment 1 ; z=0 est un dipôle de moment 1. 

z=k7z, km=O, +1, +2, ..., sont des sources d'intensité 2x. (4 = 
+ 


oi 


. Z=kxn, K=O, +1, +2, ..., sont des tourbillons d’intensité 27 : z= 
K=0, +1, +2, ..., sont des tourbillons d'intensité — 2x. 

7. 21 ct z= | sont des sources d'intensité 2% ; z= = est une source d'intensité 
— 47. 

8. z=i cet z= —i sont des sources d'intensité 27% ; z=0 et z= = sont des sources 
d'intensité — 27. 

9. z= + est une source d'intensité — 2x. 

10. z=+ est un tourbillon d'intensité —- 2x; z= — est un tourbillon d'intensité 2x. 
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39.13. Est divisé par œ(2). 
39.14. Fig. 185. 

39.15. Fig. 186. 

39.16. Fig. 187 et fig. 188. 
39.17. Fig 189. 

39.18. Fig. 190. 

39.19. Fig. 191 et fig. 192. 
39.27. Fig. 193, 194, 195, 196. 
39.34. 


1. Fig. 197. 2. Fig. 198. 3. Fig. 199. 4. Fig. 200. S. Fig. 201. 6. Fig. 202. 7. Fig. 203. 
8. Fig. 204. 9. Fig. 205. 10. Fig. 206. 11. Fig. 207. 12. Fig. 208. 


39.35. 

1. Fig. 209, 210. 2. Fig. 211, 212, 213, 214, 215, 216. 3. Fig. 217, 218. 4. Fig. 219, 
220. 5. Fig. 221, 222, 223, 224, 225, 226. 

39.36. 

1. Fig. 227, 228, 229. 2. Fig. 230, 231, 232, 233. 3. Fig. 234, 235, 236, 237. 4. Fig. 238, 
239, 240, 241, 242, 243. 

39.37. Fig. 244, 245, 246. 


39.38. 


1. Fig. 247. 2. Fig. 248. 3. Fig. 249. 4. Fig. 250. S. Fig. 251. 6. Fig. 252. 7. Fig. 253. 
8. Fig. 254. 9. Fig. 255. 10. Fig. 256. 11. Fig. 257. 12. Fig. 258. 


39.39. 
1. Fig. 259, 260. 2. Fig. 261, :62. 3. Fig. 263, 264. 4. Fig. 265. 5. Fig. 266, 267, 268. 


390 


A QN= 


Fig. 247 


Q \ ) 
NN Z 
Fig. 255 
(A D) 


À 


Fig. 261 
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39.43. Fig. 269, 270. 
39.46. Fig. 271, 272. 


39.48. 

1. z2= —= est une source frontière d'intensité 2a ; z= + = est une source frontière 
d'intensité — 24. 

2. z=1 est une source frontière d'intensité —x ; z= —]1 est une source frontière 
d'intensité =. 

3. Z= 7/2 est une source frontière d'intensité x ; z= = est une source frontière d’in- 
tensité — zx et un dipôle frontière. 

4. z=0ctz= —- sont des dipôles frontières. 


. z=0 est une source frontière d'intensité x et un dipôle frontière ; z2= + est une 
source frontière d'intensité — x et un dipôle frontière. 


6. z= = est un dipôle frontière. 


39.49. z = — = cst une source frontière d'intensité 27 ; z2= + = est une source frontière 
d'intensité — 2x. 


39.50. Fig. 273. 

39.51. Fig. 274, 275. 
39.52. Fig. 276, 277, 278. 
39.53. Fig. 279, 280. 


39.54. Dans le domaine du 3° type : un dipôle frontière ; dans le domaine du 4° 
type : deux sources frontières dont les intensités sont de signe opposé. 


39.55. 


1. Fig. 281. 2. Fig. 282. 3. Fig. 283. 4. Fig. 284. S. Fig. 285. 6. Fig. 286. 7. Fig. 287. 
8. Fig. 288. 9. Fig. 289. 10. Fig. 290. 11. Fig. 291. 12. Fig. 292. 


39.56. 


1. Fig. 293, 294. 2. Fig. 295, 296, 297, 298, 299, 300. 3. Fig. 301, 302. 4. Fig. 303, 304. 
5. Fig. 305, 306, 307, 308, 309, 310. 


$S 40. Construction d’un champ vectoriel d’après des points 
singuliers donnés 
La terminologie concernant le champ vectoriel et ses points singuliers 
a été définie au paragraphe précédent. 


40.01. Montrer qu’un champ vectoriel donné dans le plan élargi sans 
y avoir de points singuliers est identiquement nul. 

40.02. Montrer qu’il n’existe pas de champ vectoriel possédant dans 
tout le plan élargi un seul point singulier qui soit un pôle d’ordre 1. 

Indication. Prendre en considération la définition du caractère du point 
singulier à l'infini. 

40.03. Montrer qu’un champ vectoriel qui possède dans le plan élargi 
un seul point singulier, notamment un pôle d'ordre m=2 à l’infini, est de 
la forme w(z)=a+4aZ+...+a@m-22"T?, 

40.04. Montrer qu’un champ vectoriel qui possède dans le plan élargi 
un seul point singulier, notamment un pôle d’ordre m=2 en un point 
Z% >, est de la forme w(z)=a{z2-2) ?+...+an 22-2) 7". 
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40.05. Etudier les points singuliers des champs vectoriels ci-dessous 
w(z) donnés dans tout le plan élargi: : 


40.06. Etudier les points singuliers du champ vectoriel 


Sa ibk 
W(z)= À, Z—2k 
(x. et PB, sont des constantes réelles). 

40.07. Montrer qu’un champ vectoriel possédant dans tout le plan élargi 
exactement # points singuliers, qui sont des tourbillons-sources respective- 
ment d’intensités B4 et a. (k = 1, 2, ..., n), existe si, et seulement si, les con- 
ditions a, +...+aæ,=0, B,+...+/B8,=0 sont vérifiées. 


Il arrive souvent de résoudre le problème concernant la recherche d’un 
champ vectoriel w(z) qui possède dans le plan élargi des points singuliers 
donnés sans en avoir d’autres. Pour les points singuliers donnés, on indique 
l'intensité du tourbillon, l’intensité de la source, le moment du dipôle, les 
coefficients des multipôles. Pour abréger, un champ vectoriel, possédant des 
points singuliers donnés sans en avoir d’autres dans le plan élargi, sera 
appelé champ vectoriel engendré par des points singuliers donnés dans le 
plan élargi. 


40.08. Montrer que, pour qu’un champ vectoriel engendré par des 
points singuliers donnés dans le plan élargi existe, il faut et il suffit que les 
conditions suivantes soient satisfaites: 

1. La somme des intensités des sources suivant tous les points singuliers 
donnés est nulle. 

2. La somme des intensités des tourbillons suivant tous les points 
singuliers donnés est nulle. 

40.09. Trouver les potentiels complexes W{(z) des champs vectoriels 
engendrés dans le plan élargi par les points singuliers suivants: 

1. Sources aux points z=a et z=a (Im a #0) respectivement d’intensité 
2x et —2x. | 
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2. Tourbillons aux points z=aet z= —-a(Re a 0) respectivement d’in- 
tensité 2x et — 2x. 

3. Sources aux points a, ai, —-a, — ai (a <0) respectivement d'intensité 
2x, — 2x, 27, —-2n. 


4. Tourbillons aux points a, ai, —-a, — ai, =, —, +, + (la “]l)res- 


pectivement d'intensité 2x, 2x, 2x, 21, —2n, —-2n, —-2n, - 2x. 

5. Dipôles aux points z=0 et z= respectivement de moment 2x et 
— 24. 

6. Dipôles aux points z=0et z= + respectivement de moment 2x et 2xi. 

7. Dipôle au point z=+ de moment -2x et tourbillons aux points 
z=0 et z= + respectivement d'intensité 2x et — 2:. 

8. Dipôles aux points z=0 et z=+ de moment 2x chacun et sources 
aux points z=0 et z= respectivement d’intensité 2x et — 27. 

40.10. Soient z,# =, y “0 des nombres complexes, et soit h un nombre 
positif. Résoudre les problèmes suivants: 

1. Trouver le chzmp vectoriel w,(z; h) engendré dans le plan élargi par 
deux sources situées aux points z,+7yh et z,—yh respectivement d’intensité 
r/h et -x/h. 

2. Trouver la limite w,(z) du champ vectoriel w,(z; h) pour h -0. 

3. Etudier les points singuliers du champ vectoriel w,(z). 

4. Trouver le champ vectoriel w,(z ; h) engendré dans le plan élargi 
par deux tourbillons situés aux points z,+7h et z,—-7yh respectivement d’in- 
tensité x/h et —-x/h. 

5. Trouver la limite w.(z) du champ vectoriel w.(z; h) pour h 0. 

6. Etudier les points singuliers du champ vectoriel w.(z). 

7. Trouver le champ vectoriel w.(z; h) engendré dans le plan élargi par 
trois sources situées aux points z,+hy, z,—hy et z, respectivement d’inten- 
sité xz/h°, x/h° et —-2x/h°. 

8. Trouver la limite w.,(z) du champ vectoriel w.(z; À) pour h +0. 

9. Etudier les points singuliers du champ vectoriel w,(z). 

40.11. Soit w(z, z,) un champ vectoriel engendré dans le plan élargi par 
un tourbillon d'intensité B Æ0 situé au point z, et par d’autres singularités: 
occupant des points différents de z,. En adoptant les notations x, = Re z,, 
Y = Im z, étudier le caractère du point singulier z=z, pour les champs 


vectoriels w,(z)= 7 w(z: z), Wa(2) = w(; 2). 
( 


Dans certains cas, le champ vectoriel est donné seulement par ses sin- 
gularités à distances finies en ajoutant la condition d’existence d’une limite 
finie dorinée pour z— =. 

40.12. Montrer que quels que soient les nombres réels «, et B, (k= 1, 2, 
..., A) et le nombre complexe w. # =, 11 n'existe qu’un champ vectoriel 
unique w(z) possédant aux points donnés z.{k = 1, 2, ..., n) des tourbillons- 
sources respectivement d’intensité B, et «,, ne présentant pas d’autres sin- 
gularités à distances finies et vérifiant la condition lim w(z)=w.. 


2 


40.13. Etudier le caractère de la singularité à l'infini du champ vectoriel 
dont l'existence et l’unicité doivent être montrées au problème 40.12. 
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40.14. Trouver les potentiels complexes W(z) des champs vectoriels 
w(z) possédant les singularités à distances finies indiquées et satisfaisant à 
la condition lim w{(z) = w.. : 


1. Un tourbillon d'intensité 2x au point z=0 ; w.- 1. 

2. Une source d'intensité 2x au point z=0 ; w.=i. 

3. Deux sources aux points z= 1 etz= — 1 d'intensité 27 chacune; w.- 1. 

4. Des tourbillons aux points z=—1, z=i, z= -1, z= —i d'intensité 2x 
chacun ; w.= 1 +i. 

5. Un dipôle au point z=0 de moment 2xi et un tourbillon d'intensité 
2x au point z=0 ; w.=1. 


Soit w(z) un champ vectoriel donné dans un domaine simplement 
connexe D et supposons que son potentiel complexe W(z) soit continu aux 
points frontières de ce domaine (plus précisément, pour chaque tronçon 
de frontière assez petit du domaine D, il existe un domaine D,c D, une 
partie de la frontière duquel est constituée par ce tronçon, tel que chaque 
branche régulière du potentiel complexe W{(z) soit continue jusqu’à la 
frontière de ce domaine D,), tandis que la fonction de courant V(z) = Im W{(z) 
reste constante sur toute la frontière du domaine D. Un tel champ vectoriel 
sera appelé champ vectoriel engendré dans le domaine D par ses points sin- 
guliers. 

Conformément à la définition donnée au paragraphe 39, pour un champ 
vectoriel engendré dans un domaine D par ses points singuliers, la frontière 
du domaine D est constituée par les lignes de courant frontières de ce champ 
vectoriel. 


40.15. Montrer qu’il n’y a qu’un champ vectoriel engendré dans un 
domaine simplement connexe D par ses points singuliers. 

Indication. En admettant l'existence de deux champs vectoriels w,(z) 
et w.(z), examiner la fonction de courant pour le champ vectoriel w{(z) = 
= w,(z) - w.(z) et appliquer le principe du maximum et du minimum pour 
les fonctions harmoniques. 

40.16. Montrer que la condition nécessaire d’existence d’un champ 
vectoriel engendré dans un domaine D par ses points singuliers consiste 
dans le fait que la somme des intensités des sources suivant tous les points 
singuliers doit être nulle. 

Indication. Le flux à travers la frontière du domaine D est d’un côté 
égal à la somme des intensités des sources, tandis que de l’autre côté 1l est 
nul, car la frontière est constituée par des lignes de courant. 


Le problème fondamental consiste dans la construction d’un champ 
vectoriel engendré dans un domaine donné D par des points singuliers donnés 
(pour chaque point singulier, on donne son emplacement, l'intensité de la 
source, l'intensité du tourbillon, le moment du dipôle, les coefficients des 
multipôles). Dans le cas où le domaine D est un demi-plan ou un disque, 
le problème de la recherche d’un tel champ vectoriel se ramène à la construc- 
tion d’un champ vectoriel engendré par les points singuliers donnés dans 
tout le plan élargi. Cette réduction est basée sur le principe de symétrie de 
Riemann-Schwarz (voir & 34). 
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40.17. Soit w(z) un champ vectoriel engendré dans le demi-plan Im z-0 
par ses points singuliers, et supposons que la fonction w{(z) soit continue 
dans ce demi-plan jusqu’à l’axe réel (sauf, bien entendu, aux points sin- 
guliers). Montrer que la fonction w(z) se prolonge analytiquement dans le 
demi-plan Im z<0 et que le prolongement analytique w,(z) est donné par 
la formule w,(z) = w(Z). 

Indication. La fonction w(z) est réelle sur l’axe réel. 

40.18. Montrer que l’assertion du problème 40.17 reste en vigueur même 
en l’absence de l’hypothèse de continuité de la fonction w(z) jusqu’à l’axe réel. 

Indication. Prolonger d’abord analytiquement le potentiel complexe 
W{(z) en se limitant à un voisinage assez petit de chaque point de l’axe réel 
(pour ne pas être gêné par le fait qu’il est multiforme), ensuite utiliser le 
résultat du problème 40.17. 

40.19. Soit w(z) un champ vectoriel engendré dans le demi-plan Im z-0 
par ses points singuliers, et soit w.,(z) son prolongement analytique dans le 
demi-plan Im z<0. Démontrer les assertions suivantes : 

1. Si un point z, est un point singulier du champ vectoriel w(z), alors 
le point z, est un point singulier du champ vectoriel w,(z). 

2. Si en un point z, le champ vectoriel w(z) possède une source d’inten- 
sité «, alors le champ vectoriel w,(z) possède au point z, une source ayant 
la même intensité «. 

3. Si en un point z, le champ vectoriel w(z) possède un tourbillon d’in- 
tensité B, alors le champ vectoriel w,(z) possède au point z, un tourbillon 
d’intensité — B. 

4. Sien un point z, le champ vectoriel w(z) possède un dipôle de moment 
a, alors le champ vectoriel w,(z) possède au point z, un dipôle de moment a. 

40.20. Montrer que, si le domaine D est représenté par le demi-plan 
Im z=—0, la condition nécessaire d’existence d’un champ vectoriel engendré 
dans le domaine D par des points singuliers donnés formulée dans le problè- 
me 40.16 est en même temps suffisante. 

40.21. Soit w(z) un champ vectoriel engendré dans le disque 1z|<R 
par ses points singuliers. Montrer que la fonction w{z) se prolonge analyti- 
quement dans le domaine |z| -R et que le prolongement analytique w,(z) 

—— 2 
est donné par la formule w,(z)= —-w É = 

Indication. La partie imaginaire du potentiel complexe reste constante 
sur la circonférence |z| = R, car cette dernière est constituée par des lignes 
de courant frontières. 

40.22. Soit w(z) un champ vectoriel engendré dans le disque |z| <R par 
ses points singuliers, et soit w,(z) son prolongement analytique dans le do- 
maine |z|=R. 

Démontrer les assertions suivantes : 

1. Si un point z, est un point singulier du champ vectoriel w{(z), alors 
le point R?/z, est un point singulier du champ vectoriel w,(z). 

2. Si un point z, est une source d’intensité « pour le champ vectoriel 
w(z), alors R?/z;-est une source ayant la même intensité « pour le champ 
vectoriel w,(z). 


412 


3. Si un point z, est un tourbillon d'intensité B pour le champ vectoriel 
w(z), alors le point R?/z, est un tourbillon d'intensité  — B pour le champ 
vectoriel w,(z). 

4. Si un point z, est un dipôle de moment a pour le champ vectoriel 
(2), alors le point R?/z, est un dipôle de moment -aR?/z5 pour le champ 
vectoriel w.,(z) pour z, “0 et de moment a pour z,=0. 

40.23. Soit w(z) un champ vectoriel engendré par ses points singuliers 
dans le demi-plan Re{(z-cje#} -0. Montrer que ce champ vectoriel se 
prolonge analytiquement dans tout le plan élargi et trouver la formule pour 
le prolongement analytique w,(z) dans le demi-plan Re {(z— che} <0. 

40.24. Soit w(z) un champ vectoriel engendré dans le demi-plan Re z--0 
par ses points singuliers parmi lesquels on trouve un dipôle de moment a 
situé en un point z,. Montrer que le prolongement analytique du champ 
vectoriel w(z) dans tout le plan possède un dipôle au point —2, et trouver 
le moment de ce dipôle. 


En utilisant le principe de symétrie, on peut résoudre le problème 
concernant la construction d’un champ vectoriel engendré dans un domaine 
D par des points singuliers donnés non seulement dans le cas où le domaine 
D est un disque ou un demi-plan, mais aussi pour beaucoup d’autres do- 
maines bornés par des droites et arcs de circonférences. 


40.25. Soit w(z) un champ vectoriel engendré dans le demi-disque |z| <1, 
Im z>0, par ses points singuliers. Montrer que : 

1. Le champ vectoriel w{(z) se prolonge analytiquement jusqu’à un champ 
vectoriel w,(z) donné dans tout le plan élargi. 

2. Si un point z, est un point singulier du champ vectoriel w(z), alors 
les points Z, 1/Z, et 1/z, sont des points singuliers d’un champ vectoriel 
Ww,(2). 

; 3. Si un point z, est une source d'intensité « pour le champ vectoriel 
w(z2), alors les points z,, 1/2, et 1/z, sont aussi des sources d’intensité « pour 
un Champ vectoriel w.,(z). 

4. Si un point z, est un tourbillon d'intensité B pour le champ vectoriel 
w(z), alors les points z,, 1/z, et 1/z, Sont aussi des tourbillons pour un champ 
vectoriel w,(z) et leurs intensités sont respectivement égales à—f, —B,'B. 

5. Si un point z, est un dipôle de moment a pour le champ vectoriel 
w(z), alors les points Z,, 1/Z, et 1/z, sont aussi des dipôles pour un champ 
or Ww.(z), leurs moments étant respectivement égaux à a, -a/% et 
— a]. 

40.26. Trouver les potentiels complexes W{(z) des champs vectoriels 
engendrés dans les domaines D indiqués par les points singuliers donnés : 

1. Domaine D : Rez=0 ; un tourbillon d'intensité 2x au point z=1. 

2. Domaine D : Rez=-0 ; deux sources aux points z= 1 et z=2 respec- 
tivement d'intensité 2x et — 2x. 

3. Domaine D : Rez=—0 ; deux sources aux points z=1+ietz=1-ài 
respectivement d’intensité 27 et — 2x. 

. 4, Domaine D : Rez-Imz ; un dipôle de moment 2x au point z=2. 

5. Domaine D : Rez-Imz ; un dipôle de moment 2xi au point z=1. 

6. Domaine D : |z|-1 ; un tourbillon d'intensité 2x au point z=2. 
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7. Domaine D : I|z|=-1 ; des sources aux points z=2, z=2i, z2= —2, 
z= — 2i respectivement d'intensité 2x, —2x, 27, — 2x. 

8. Domaine D : |z]-R ; un dipôle de moment 2x au point z= = et un 
tourbillon d’intensité 2x au point z= =. 

9. Domaine D : |zi-1 ; un dipôle de moment 2x au point z=+ et 
deux tourbillons aux points z=a et z=a respectivement d’intensité 2x et 
— 2x. 


10. Domaine D : ljargzl| <7.; un tourbillon d'intensité 2x au point 


z=1 ct un tourbillon d'intensité 2x au point z=2. 


11. Domaine D : O=<arg z2<7, |zl <1 ; un tourbillon d'intensité 2x 


au point z= - 
12. Domaine D : |z-1|<Y2, |z+11<Y2 ; deux sources aux points 
z=i/2 et z= —i/2 respectivement d’intensité 2x et — 2x. 


Dans le cas où l’on connaît la représentation conforme d’un domaine D 
sur un disque, un demi-plan ou un autre domaine quelconque dans lequel 
nous savons construire le champ vectoriel d’après ses points singuliers, ce 
problème peut être résolu pour le domaine D aussi. 


40.27. Soit w(z) un champ vectoriel engendré dans un domaine D par 
ses points singuliers, et soit z = (0) la représentation conforme d’un domaine 
D, sur le domaine D. Montrer que : 

1. Le champ vectoriel w,(&) =w(y(£)}p'(0) est engendré dans le domaine 
D, par ses points singuliers. 

2. Un point &, est un point singulier du champ vectoriel w,(£) si, et 
seulement si, le point z, =(£,) est un point singulier du champ vectoriel w(z). 

3. Si un point z, est une source d'intensité « pour le champ vectoriel 
w(z), alors le point À, est aussi une source d'intensité « pour le champ vecto- 
riel w,(C). 

4. Si le point z, est un tourbillon d’intensité 8 pour le champ vectoriel 
w(z), alors le point &, est aussi un tourbillon d'intensité B pour le champ 
vectoriel w,(0). 

5. Si un point z, est un dipôle de moment a pour le champ vectoriel 
w(z), alors le point &, est un dipôle de moment a/y'(&,) pour le champ vecto- 
riel w,(&) (à condition que z,# = et y = Où Z,= > et = =). 

40.28. En s’appuyant sur le théorème de Riemann sur l’existence d’une 
représentation conforme, montrer que pour tout domaine simplement 
connexe D distinct de tout le plan complexe et du plan complexe élargi, 
la condition nécessaire d’existence d’un champ vectoriel engendré dans le 
domaine D par des points singuliers donnés (la démonstration de la nécessité 
de cette condition constitue l’objet du problème 40.16) est en même temps 
suffisante. 

40.29. Soit D un domaine simplement connexe, et soit z,# + .un point 
intérieur à ce domaine. Désignons par y(z) la fonction qui réalise une repré- 
sentation conforme du domaine D sur le disque unité en transformant le 
point z, en le centre de ce disque et en vérifiant la condition y’(z,) -0. Montrer 
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que la fonction W(z) = i In (z) est le potentiel complexe du champ vectoriel 
engendré dans le domaine D par un tourbillon d’intensité 2x au point 2z,. 

40.30. Soit D un domaine simplement connexe. Pour tout point z,€ D, 
désignons par y(z ; z,) la fonction qui réalise une représentation conforme 
du domaine D sur le disque unité et qui transforme le point z, en le centre 
de ce disque (cette fonction est définie dans une certaine mesure arbitraire- 
= În pe = L PE est le potentiel complexe 
du champ vectoriel engendré dans le domine D par deux sources situées 
aux points z, et z, respectivement d'intensité 2x et — 2x. 

40.31. Soit D un domaine simplement connexe contenant le point z = 
à son intérieur. Désignons par q(z) la fonction qui réalise une représentation 
conforme du domaine D sur l'extérieur du disque unité tout en laissant à 
sa place le point à l'infini se vérifiant la condition q'(=) -0. Montrer que 


la fonction W{(z) = e"y(z) + TE est le potentiel complexe du champ vectoriel 


engendré dans le domaine D par un dipôle de moment y’(-)e/ situé au 
point z= «. 

40.32. Trouver les potentiels complexes W{(z) des champs vectoriels 
engendrés dans les domaines D indiqués par les points singuliers donnés : 


1. Domaine D : 


ment). Montrer que la fonction W{(z) — 


+ 7: ; un dipôle de moment 2x au point z= =. 
4Y 


2. Domaine D : 59 >: ; un dipôle de moment - 2x au point z= + 


et un tourbillon d'intensité 2xf au point z= =. 


_# 1. 
Domaine D : +916 

4. Domaine D : z€[-—1, 1] ; un dipôle de moment -— 2x et un tourbillon 
d'intensité 2x au point z= . 

5. Domaine D : z&[-— 1, 1] ; un dipôle de moment 2xe! et un tourbillon 
d'intensité 2x au point z= +. 

6. Domaine D : |z-il] > V2, ]z+ il > ÿ2 ; un dipôle de moment 27e au 
point z= 

7. Domaine D : |z—il >W2, ]z+i] -W2 ; un dipôle de moment 2z(1 +i) 
et un tourbillon d'intensité 2xf au point z= =. 

8. Domaine D : z&[-1, 1] ; deux sources aux points z=i et z= —i 
respectivement d'intensité 2x et — 2x. 

9. Domaine D : tout le plan muni d’une coupure suivant l’arc de cir- 
conférence 


un dipôle de moment 2xe au point 


Lis 
=} +3 ctg" a, O<a<T., 


Z+ 2 Ictg x 
2 
situé dans le demi-plan supérieur ; un dipôle de moment 2xe! situé à l'infini. 
10. Domaine D : le demi-plan supérieur muni d’une coupure suivant le 
segment vertical [0, i] ; deux sources aux points z=2+iet z=—-2+ires- 
pectivement d'intensité 2x et — 2x. 
11. Domaine D : l'extérieur du disque |z|] <1 muni de coupures suivant 
les segments (1, 2) et (—2, —1) ; un dipôle de moment 2zi situé à l'infini. 
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12. Domaine D : l’extérieur du disque |z| <1 muni de coupures suivant 
les segments (1, 2) et (—2, — 1) ; un dipôle de moment 2xe! situé à l'infini. 
40.33. On appelle profil de Joukovski l’image de la circonférence |£ — 
—bl=R, où &=1-Re-#, R>1, 0<x<x/2 par l'application réalisée par 


la fonction 225 ( +1 . Désignons par D un domaine infini borné par le 


profil de Joukovski. Trouver le potentiel complexe W{(z) du champ vectoriel 
engendré dans le domaine D par un dipôle de moment e/ et un tourbillon 
d'intensité 2xB situés à l'infini. 


*X * * 


Il arrive souvent de construire un champ vectoriel d’après des points 
singuliers donnés dans un domaine dont la frontière n’est pas constituée par 
des lignes de courant frontières mais par des lignes équipotentielles fron- 
tières. Ce problème se réduit immédiatement au problème déjà examiné 
en multipliant le potentiel complexe par l’unité imaginaire. 


40.34. Soit w(z) un champ vectoriel à potentiel complexe W{(z), et soit 
w,(z) un champ vectoriel à potentiel complexe iW{(z). Montrer que: 

1. Les lignes de courant du champ vectoriel w,(z) sont des lignes équipo- 
tentielles du champ vectoriel w(z), tandis que les lignes équipotentielles du 
Champ vectoriel w,(z) ne diffèrent des lignes de courant du champ vectoriel 
w(z) que par le sens de mouvement qui est inverse. 

2. Si le champ vectoriel w(z) a en un point z, une source d’intensité «, 
alors le champ vectoriel w,(z) possède au point z, un tourbillon d’intensité B. 

3. Si le champ vectoriel w(z) a en un point z, un tourbillon d'intensité B, 
alors le champ vectoriel w,(z) possède au point z, une source d’intensité — B. 

4. Si le champ vectoriel w(z) a en un point z, un dipôle de moment a, 
alors le champ vectoriel w,(z) a au point z, un dipôle de moment ia. 

40.35. Montrer que la condition nécessaire et suffisante d’existence 
dans un domaine simplement connexe D (différent du plan entier et du 
plan élargi entier) d’un champ vectoriel qui possède dans ce domaine des 
points singuliers donnés, à condition que la frontière du domaine soit 
constituée par des lignes équipotentielles frontières, implique l’annulation 
de la somme des intensités des tourbillons aux points singuliers donnés. 

Indication. Voir le problème 40.28. 

40.36. Trouver les potentiels complexes W{(z) des champs vectoriels 
donnés dans les domaines D indiqués d’après les points singuliers donnés 
à condition que la frontière du domaine D soit constituée par des lignes 
équipotentielles frontières de ces champs : 

1. Domaine D : Rez-0 ; deux tourbillons aux points z=1+i et 
z =] —i respectivement d'intensité 2x et - 27. È 
—1+i 

2 » 


_ 2. Domaine D : |z|<1; des tourbillons aux points z= 7, Zz= 
z=— —, = respectivement d’intensité 27, —2x, 27, — 2x. 
3. Domaine D : Rez=-0, |z|<1 ; un dipôle au point z=1/2 de mo- 
ment 2zi. 
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4. Domaine D : I|Imz|<1 ; deux tourbillons aux points z= -1 et 
z= 1 respectivement d'intensité 2x et — 2x. 

S. Domaine D : |z-if3|<2, [z+iV3]<2 : une source d'intensité 
2x située à l'infini. 


x * * 


Parfois, il faut résoudre le problème de la construction d’un champ 
vectoriel d’après ses points singuliers donnés non seulement à l’intérieur 
mais aussi sur la frontière d’un domaine. Dans ces cas, sur la frontière, on 
donne le plus souvent des sources frontières (voir la définition qui précède 
le problème 39.40). 


40.37. Soit w(z) un champ vectoriel donné dans le demi-plan supérieur 
et continu jusqu’à l’axe réel, sauf aux points z=0 et z= en lesquels le 
champ possède des sources frontières respectivement d'intensité « et —« ; 
en outre, les dermi-droites (0, + +) et (— +, 0) sont des lignes de courant 


de ce champ vectoriel. Montrer que la fonction w(z) se prolonge analytique- 
ment dans tout le plan élargi (excepté les points z=0 et z=—) et que le 
champ vectoriel qui correspond à ce prolongement analytique présente 
aux points z=0 et z= des sources respectivement d’intensité 2x et — 2x. 

Indication. Appliquer le principe de symétrie et utiliser le fait que lors- 
qu’un point tend vers une source frontière, la fonction de courant reste 
bornée, tandis que le potentiel tend vers l'infini. 

40.38. Montrer que l’assertion du problème 40.37 reste valable même 
en l’absence de l'hypothèse de continuité du champ vectoriel ; il suffit que 
le potentiel complexe soit continu (alors il faut considérer les demi-droites 
(0, + æ) et (— —, 0) comme des lignes de courant frontières). 

Indication. Voir l'indication concernant le problème 40.17. 

Nous allons conserver le terme « champ vectoriel engendré dans un do- 
maine D par des points singuliers donnés » même pour le cas où l’on donne 
sur la frontière du domaine un nombre fini de sources frontières, tandis 
que les tronçons de frontière compris entre ces sources sont constitués par 
des lignes de courant frontières. 

40.39. Montrer qu’un champ vectoriel engendré dans un domaine simple- 
ment connexe par deux sources frontières dont les intensités sont de signe 
opposé existe et est unique. 

Indication. Réaliser la représentation conforme sur un demi-plan. 

40.40. Soit D un domaine simplement connexe, soient &, et £, deux points 
frontières de ce domaine, et soit g(z) une certaine fonction qui réalise la 
représentation conforme du domaine D sur la bande 0 < Im z<« en trans- 
formant le point Ë, en le point — + et le point £, en le point + <. Montrer 
que la fonction œ(z) est le potentiel complexe du champ vectoriel engendré 
dans le domaine D par deux sources frontières situées aux points &, et &, 
respectivement d'intensité « et —«. 

40.41. Trouver les potentiels complexes W{(z) des champs vectoriels 
engendrés dans les domaines D indiqués par les points singuliers donnés : 
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1. Domaine D : |Imzl <>; deux sources frontières aux points 2=+ 


et z= + respectivement d'intensité x et —. 

2. Domaine D : |Rezl| <5; une source au point z=0 d’intensité 2x 
et deux sources frontières aux points z= —iæ et z= +ji d'intensité —7x 
chacune. 

3. Domaine D : |Rezl <5; deux sources aux points z=7 et z= 2 
d'intensité 2x chacune et deux sources frontières aux points z= +i> et 
z= —-i d'intensité —-2x ne 


4. Domaine D : x°- pes ; deux sources frontières aux points z= + jo 
et z=-ix respectivement d'intensité I e — ]. 

S. Domaine D : la bande |Imz! <5 munie d'une coupure suivant la 
demi-droite (0, +) ; deux sources Robères aux points 2=T+e et 
z= + respectivement d'intensité &, et «, et une source frontière au 
point z= — + d'intensité — (x, +). 

6. Domaine D : la bande |Imzl <5 munie de coupures suivant les 


demi-droites È In2, + =) et (- c, ->in 2) : des sources frontières aux 
points 


respectivement d'intensité 7, —7, 7%, —. 


On peut aussi poser le problème concernant la recherche d’un champ 
vectoriel engendré dans un domaine D par un dipôle frontière. Pourtant, 
la caractéristique quantitative d’un dipôle frontière est assez compliquée. 
Une forme tant soit peu satisfaisante pour cette caractéristique (le moment 
du dipôle frontière) ne peut être proposée que dans le cas où la frontière 
du domaine a une tangente au point d'emplacement du dipôle frontière. 
Quand même, dans ce cas aussi la formulation est assez compliquée. 


40.42. Soit w(z) un champ vectoriel donné dans le demi-plan supérieur 
et supposons que l’axe réel entier soit constitué par de lignes de courant 
frontières, tandis qu’au point z = + On y trouve un dipôle frontière. Montrer 
que la fonction w(z) se prolonge analytiquement dans tout le plan élargi 
(excepté un certain nombre de pôles) et que le champ vectoriel correspon- 
dant à ce prolongement analytique possède au point z=- un dipôle de 
moment réel. 


Si un dipôle frontière se situe sur un arc analytique, on voit du problème 
précédent que le champ vectoriel se prolonge analytiquement à travers cet 
arc et que le champ vectoriel prolongé possède déjà un dipôle intérieur. 
Dans ce cas, 1l est bien naturel d'appeler r#10ment du dipôle frontière la 
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moitié du moment du dipôle intérieur qui apparait. Une définition analogue, 
quoique munie de certaines complications supplémentaires, peut être donnée 
pour un dipôle frontière situé sur un arc lisse. 


40.43. Trouver les potentiels complexes W{(z) des champs vectoriels 
engendrés dans les domaines D indiqués par les points singuliers donnés : 


1. Domaine D: 1z-il<ÿ2, Iz+il <Yÿ2 ; deux dipôles frontières aux 


points ==—"— et z= -— respecuvement de moment x et -7. 
Y2+1 Y2+1 
2. Domaine D : ]z\i<i ; un tourbillon d'intensité 2x au point z=-0 


et deux dipôles frontières aux points z=i et z= — i respectivement de mo- 
ment et —%. 

3. Domaine D : le demi-plan supérieur muni d’une coupure suivant 
le segment vertical [0, i] ; deux dipôles frontières aux points z= 1 et z= -1 
de moment x chacun. 

4. Domaine D : le disque unité muni de coupures suivant les segments 
verticaux [- i, - À] et 3; 1 : deux dipôles frontières aux points z= 1 et 
z= — ] respectivement de moment xi et —zi. 

40.44. Soient D un domaine simplement connexe, Ë, un point frontière 
de ce domaine, et supposons qu’une certaine fonction & =ç(z) réalise une 
représentation conforme du domaine D sur le demi-plan Im à -0 en trans- 
formant le point z=E, en le point & =. Montrer que la fonction g(z) est 


le potentiel complexe du champ vectoriel engendré dans le domaine D par 
un dipôle frontière situé au point &,. 


Les sources frontières et les dipôles frontières peuvent être considérés 
comme cas limite des sources et des dipôles situés à l’intérieur d’un domaine. 


40.45. Soit w(z ; z,) un champ vectoriel engendré dans un domaine 
simplement connexe D par une source d’intensité « située au point z,€ D 
et par un certain nombre d’autres points singuliers indépendants de 2z,. 
Montrer que, lorsque le point z, tend vers un point frontière £, du domaine 
D, le champ vectoriel w(z ; z,) tend vers le champ vectoriel w,(z) engendré 
dans le domaine D par une source frontière d’intensité &« située au point 
ë&, et par les autres points singuliers indépendants de z, (la convergence est 
uniforme en chaque partie fermée du doma'ne D). 

40.46. Soit {z,} une suite de points du demi-plan supérieur ayant comme 
limite le point = - 0. et soit ,,:) un champ vectoriel engendré dans le demi- 
plan supérieur par un dipôle de moment a situé au point z, et par un certain 
nombre d’autres points singuliers indépendants de nr. Montrer que pour 
n—, le champ vectoriel w,(z) tend vers le champ vectoriel w,(z) engendré 
dans le demi-plan supérieur par un dipôle frontière de moment Re a situé 
au point z=0 et par les autres points singuliers indépendants de n (la con- 
vergence est uniforme en chaque partie fermée du demi-plan supérieur). 


Aux points où la frontière d’un domaine D cesse d’être lisse, on ne peut 
plus considérer un dipôle frontière comme la limite de 1a suite des dipôles 
intérieurs ayant le même moment. 
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40.47. Désignons par w,.(z) le champ vectoriel engendré dans l’angle 
x pe : : 1 x 
larg z| <7 par un dipôle de moment a situé au point z= = el, |largal| <3- 
Trouver la limite de w, .(z) pour n +. 


* X X 


Dans le cas où un domaine simplement connexe D contient le point à 
l'infini, on pose souvent le problème de la recherche d’un champ vectoriel 
w(z), donné dans le domaine D, seulement d’après des points singuliers 
donnés situés à distances finies. Il est clair qu’un tel problème ne peut pas 
se résoudre d’une manière unique. Pour dégager une solution unique, il 
faut désigner certaines conditions supplémentaires. 


40.48. Trouver la forme générale du potentiel complexe W{(z) d’un 
champ vectoriel w(z) donné dans le domaine |z] -R, sans y avoir de points 
singuliers à distances finies, à condition que la circonférence |z| =R soit 
constituée par des lignes de courant frontières et que lim w(z)=w... 


Zz— 

40.49. Montrer que le champ vectoriel du problème précédent est défini 
d’une façon unique si, outre la grandeur w., on donne la circulation du 
champ vectoriel le.long de la circonférence |z| = 1. 

40.50. Soit D un domaine simplement connexe contenant à son intérieur 
le point z= +. Montrer qu’un champ vectoriel w(z) satisfaisant aux condi- 
tions ci-dessous est identiquement nul: 

a) la frontière du domaine D est constituée par des lignes de courant 
frontières du champ vectoriel w{z); 

b) le champ vectoriel w(z) ne possède pas de points singuliers à distances 
finies dans le domaine D; 

c) lim w(z)=0; 


Ze 


d) la circulation du champ vectoriel w(z) le long de la frontière du do- 
maine D est nulle. 


Le problème concernant la construction d’un champ vectoriel d’après 
des points singuliers donnés peut se poser dans des domaines multiplement 
connexes (le problème posé ci-dessus peut être considéré comme le problème 
de la construction du champ dans un domaine doublement connexe dégéné- 
ré : le domaine D privé du point z=+). Dans ce cas, outre les points sin- 
guliers, 1l faut encore donner certaines autres grandeurs. 


40.51. Montrer que le potentiel complexe W{z) d’un champ vectoriel 
w(z) donné dans la couronne 1<|z| <R, sans y avoir de points singuliers, 
à condition que les circonférences frontières de cette couronne soient consti- 
tuées par des lignes de courant frontières du champ vectoriel w(z), est de 
la forme W{(z)=iy 1n 1zl+C, où y est une constante réelle arbitraire, C 
étant une constante complexe arbitraire. 

40.52. Montrer qu’un champ vectoriel w(z) donné dans la couronne 
1<]z] <R, dont les circonférences frontières sont constituées par des lignes 
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frontières du champ vectoriel w(z), est défini d’une manière unique si l’on 
donne ses points singuliers et sa circulation le long de la circonférence 
Izl= 1. 


Soit D un certain domaine p-connexe borné par des courbes lisses par 
morceaux 1,,1",,..., 1,1. Nous allons appeler une des courbes frontières 
(plus précisément la courbe 7!) courbe frontière extérieure, tandis que les 
autres courbes frontières seront des courbes frontières intérieures. 

Si un champ vectoriel w(z) est donné dans le domaine D et si les courbes 
frontières de ce domaine sont constituées par des lignés de courant frontières 
du champ vectoriel w(z), on dira que le champ vectoriel w{z) est engendré 
dans le domaine D par ses points singuliers et par les circulations le long des 
courbes frontières intérieures. 

Le problème de l’unicité d’un champ vectoriel engendré dans le domaine 
D par des points singuliers donnés (comme, d’habitude, on donne l’empla- 
cement des points singuliers, les intensités des sources, les intensités des tour- 
billons, les moments des dipôles et les coefficients des multipôles) et par 
des circulations données le long de toutes les courbes frontières intérieures 
est résolu d’une façon relativement simple à l’aide du rapport entre le nombre 
de points critiques et le nombre de pôles du champ vectoriel obtenu dans 
le problème 39.62. 


40.53. Soit w(z) un champ vectoriel donné dans un domaine D et sup- 
posons que les courbes frontières du domaine D soient constituées par des 
lignes frontières du champ vectoriel w(z). Montrer que, si la circulation du 
champ vectoriel w(z) le long d’une courbe frontière Î”, est nulle, alors sur 
la courbe J”, on trouve au moins deux points frontières critiques. 

Indication. La circulation du champ vectoriel le long d’une ligne de 
courant est égale à la variation de potentiel du champ vectoriel le long de 
cette ligne, et sur les portions de la ligne de courant, où 1l n’y a pas de points 
critiques, le potentiel varie monotonement. 

40.54. Soit un champ vectoriel engendré dans un domaine p-connexe 
par ses points singuliers et circulations dont les circulations le long de toutes 
les courbes frontières (y compris la courbe frontière extérieure) de ce do- 
maine sont nulles. Montrer que la somme des multiplicités des points in- 
térieurs et frontières du champ vectoriel n’est pas inférieure à p. 

40.55. Montrer qu'il n’existe plus d’un champ vectoriel engendré dans 
un domaine p-connexe par des points singuliers donnés et par des circula- 
tions données le long des courbes frontières intérieures. 

Indication. Si w,(z) et w.(z) sont deux champs vectoriels pareils, alors 
leur différence w(z) n’a pas de points singuliers dans le domaine D et les 
circulations du champ vectoriel u(z) le long de toutes les courbes frontières 
du domaine D (y compris celle extérieure) sont nulles. 


* * * 


La méthode du prolongement analytique des champs vectoriels à l’aide 
du principe de symétrie peut être appliquée une infinité de fois, bien que de 
tels prolongements nécessitent une argumentation supplémentaire. 
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40.56. Désignons par w,(z) le champ vectoriel engendré dans tout le 
plan élargi par des tourbillons situés aux points z, = 5 (2k+1),-n<k=<n-1, 


d'intensité B,=(—-1)27. Montrer que, pour n7n—+, le champ vectoriel 
w,(z) tend uniformément vers la limite w(z) en chaque domaine fini et que 
le champ vectoriel limite w(z) donne un prolongement analytique dans tout 
le plan du champ vectoriel engendré dans la bande 0 < Re z<x par un tour- 
billon d'intensité 2x situé au point z=:7/2. 

40.57. Désignons par w,(z) le champ vectoriel engendré dans le plan 
élärgi par des sources situées aux points z,=kx, -n=<k=n, d'intensité 2x 
chacune, et par une source d'intensité — 2x7(2n + 1) située à l'infini. Montrer 
que, pour n7— =, le champ vectoriel w,(z) tend uniformément vers la limite 
w(z) cn chaque domaine fini et que le champ vectoriel limite w(z) donne 
un prolongement analytique dans tout le plan du champ vectoriel engendré 


dans la bande |Re z| <5 par une source d'intensité 2x située au point z=0 
et par deux sources aux points z= +i+ et z= —i d'intensité —-7 chacune. 


40.58. Soit w,(z) un champ vectoriel engendré dans la bande |Im z! <5 


par ses points singuliers, et supposons que ce champ vectoriel n’ait pas de 
points singuliers frontières. En prolongeant le champ vectoriel w,(z) à 
l’aide du principe de symétrie à travers les frontières, on peut élucider le 
Caractère des points singuliers du prolongement analytique dans tout le 
plan. Désignons par w,(z) le champ vectoriel engendré dans tout le plan 
élargi par les points singuliers du prolongement analytique qui se situent 
dans la bande |Im z| < C +à) x. Montrer que, pour 7 ++, le champ vecto- 
riel w,(z) tend vers la limite uniformément en chaque domaine fini et que 


dans la bande |Im z| <> cette limite coïncide avec le champ vectoriel w,(z). 


40.59. Admettons que le champ vectoriel w,(z) du problème 40.58 ait 
deux sources frontières aux points z= ++ et z= —+ respectivement d'in- 
tensité &, et «.. Lors de la construction du champ vectoriel w,(z), nous 
allons ajouter aux singularités du prolongement analytique du champ vec- 
toriel w,(z) une source à l'infini d'intensité «;,+«,. Montrer que dans la bande 


[Im z| <%le champ vectoriel w.(z) tend vers une limite qui coïncide avec 
5 ñ q 


le champ vectoriel engendré dans cette bande par les mêmes points singu- 
liers à distances finies que le champ w,(z) plus deux sources frontières aux 
1 Le 
2 
40.60. Soit W{(z) le potentiel complexe d’un champ vectoriel engendré 
dans le rectangle 


points z= + et z= — + d'intensité chacune. 


—w<kRez-w, -w’<Im z<w, 
par un dipôle de moment 2x situé au point z=0. Montrer que 
W()=+ + 2"{z-2no — 2in'w’)-? — (2nw + 2in'w')-?}+ C, 
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où la sommation inclut tous les nombres entiers (positifs et négatifs) n et 
n’ qui ne s’annulent pas simultanément. 
40.61. Montrer que la fonction 


®() L z 1-Z2{2n0+ 2in w'] 
Roi 40 00) A+ Do+i@r + De: 


(le produit inclut tous les nombres entiers n et n° qui ne s’annulent pas si- 
multanément) établit une représentation conforme du rectangle 


-w<Rez<w, —-w'<Imz<w, 


sur le disque |£|<R, où R=1/®’(0). 

Indication. Construire le champ vectoriel engendré dans ce rectangle 
par un tourbillon situé au point z=0. 

40.62. Soit W{z) le potentiel complexe d’un champ vectoriel engendré 
dans la couronne 1 <|z] < R° par un dipôle de moment 2x situé au point 
z= R et par une circulation nulle le long de la circonférence |z| = 1. Montrer 
que 

Mo= > CR, c 
LE ——- (z-— R21-1)? ‘ 

40.63. Scit W{(z) le potentiel complexe d’un champ vectoriel engendré 
dans la couronne 1 </|z| < R? par un tourbillon d'intensité 2x situé au point 
z= R et par une circulation nulle le long de la circonférence |z| = 1. Montrer 
que 
: + 1-zRU+1 

W(z)=iln®@(z)+C, où B()= IL Ra 
C étant une constante arbitraire. 

40.64. Soit W{(z) le potentiel complexe d’un champ vectoriel engendré 
dans la couronne 1<]z| < R° par deux sources aux points z=Retz=-R 
respectivement d'intensité 2x et — 2x et par une circulation nulle le long de 
la circonférence |z] = 1. Montrer que 


WG)=h@(:)+0, où D)= Er: 


C étant une constante arbitraire. 

40.65. Montrer que la condition nécessaire et suffisante d’existence d’un 
champ vectoriel, engendré dans la couronne 1<}z|<R par des points 
singuliers donnés et par une circulation donnée le long de la circonférence 
Iz1=1, consiste dans la nullité de la somme des intensités des sources 
suivant tous Îes points singuliers donnés. 


RÉPONSES 

40.05. 

1. z2=0 : une source d'intensité 2x ; ==1 : une source d'intensité 2x ; z=— : une 
source d'intensité — 4:. 

2. z=0 : une source d'intensité 27 ; z= 1 : une source d'intensité — 2x. 

3. z=1 : un tourbillon d'intensité 2x ; z2= — 1] : un tourbillon d'intensité 2x7 ; z2= = : 
un tourbillon d'intensité - 4x. 
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4. z=0 : une source d'intensité 2x ; z= = : une source d'intensité —-2x ; z=1:un 
tourbillon d'intensité 2x ; z= —] : un tourbillon d'intensité — 2x. 

S. z=1 : une source d'intensité — 2x et un tourbillon d'intensité 2x : z=—]1 : une 
source d'intensité 2x et un tourbillon d'intensité 27 ; z== : un tourbillon d'intensité 
— 4x. 

6. z=1 : une source d'intensité 2x et un tourbillon d'intensité — 2% ; z= —1 : une 
source d'intensité 2x et un tourbillon d'intensité —- 2% ; z=0 : une source d'intensité 
—4n ; z=> : un tourbillon d'intensité 4x. 

40.06. Le point z4 : une source d'intensité 27a4 et un tourbillon d'intensité 278% ; 
le point z= + : une source d'intensité — 2:{a, ++ ...+aA) et un tourbillon d'intensité 
= 24B;,+ Ba+ en - + Bn). 


40.09. 
zZ—a z—a 

1. W=ln—+c. Z W=iln —+c 
z—a z+a 


à sl 
° z*+ at 
24 a 
4 Wmiln —— 
dur Gi 


+C. 


1 1 
5. LÉ 6. PRE rc 


1 
7. W=-1+ilnz+C. 8. Wezt-+tinz+c. 
40.10. 


Ce De — 
1. w,(z ; h) =)" 
2. D 
3. Un dipôle au point z, de moment -y. 
4. vf; PE 


5. WA{Z) = —— G- ss 
6. Un dipôle au point z de moment -—iy. 
y 
G-2)l- 2-42) 

— 
8. = ; 

wa(z) Ga) 
9. Un quadripôle au point 2. 


7. WG ; À) 


40.11. w, : un dipôle de moment -— iB ; w, : un dipôle de moment £. 


40.13. Un dipôle de moment ME une source d'intensité — 2x7(&,+ ...+a;) et un 
tourbillon d'intensité —22(B,+...+ Ph). 


40.14. 

1 W=z+ilnz+C. 2 Wm—iztinz+C 
3. Wmz+in(z-1)+cC. 

4 W=(-iz+iln(z-1)}+cC. 

5 


. W= z+-—+iin z+C. 
z 
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40.23. m{z)=w(c- et) (Re {(:—ce-#)<0). 
40.24. — a. 
40.26. 
z—]1 
1. Wuiln —+cC. 
z+i 


(z2?-4X4z?- 1) 
(2+4X42+1) 


1 
8. Wezt—-jiinz+cC. 
z 


… G*-2X2:%- à) 
11. W=iiln (2+2)022 +5) : 
(z—0,5iXz — 0,6 — 0,8:X=+ 0,6 — 0,8:Xz — 2,55) 


12. W=in ere 
(z+0,5iXz —0,6+ 0,8:Xz+ 0,6+ 0,81Xz+ 2,55) 


40.32. 
S 3 
. ru Vz- 1+ C. 


S 3 
2. W= 5245 V1 ibn G+ Y#=1)+c. 
1 1 
3. W= G e+2e-#] z+ Gæ-2-r) Yz2=-1+cC. 


4 W=-2-iBin(z+ Yz'-1)+C. 
5. W=zcost+iVz-1sinr-iln (z+ Yz-1)+ C. 
_2 ,G+ 1}2/3+(z- IP, 2 4G+I%B8-(z- 1713 
3 (z+1}/3-(z2-1)2/3 3 (z+1)2/3+(z-1)2/3 
: 2(1+iXz+1}/3+(z- Dee 1—i(z+1)2/3-(z— 12/2 
3(2+1)2/3-—(z2-— 1)2/3 3(2+1}2/3+(z-1)2/3 
. G+1 (2-1) 
FRERE GER © 


Bad 
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z+ V#-T-iG+ V2), à 


8. We 10 ———+ 
z+ Vza- + 
1 
9. mn e(+ VF Li 08 &) + ——— ° ————— + cç. 
Fosse &z+Vz-l-itga 
243-4157 00 = 
+3+4Y1+ 27005 — 


1 
11. w=il a+ 425+ : 


1 1 . 
12. W= (+ =) cosr+ [42-425 sin T+ C. 
z). 


40.33. 
Ho ni. Pe. _iBin(z-bL+ VA T)+C. 
EE: 
40.36. 
… G-1-iXz+1-i) 
RM EE GED 
… CÆ#-iXz-2i) 
2. Wie art © 
3. W= ce C: 
= ————+ 
(4z?— 1Xz2— 4) 
Za+1) Z (2412) 
nt Xe +1) 
(res _ (5 A) 
(z+1)4/5-(z2-1}/5 
S. W=in CFP + CG Ip + G= Dos 
40.41. 


ti 
1. W=inth (2-5) | aa 


2. W=ilnsinz+C. 
3 W=in cos 2z+ C. 


2 
4. W=_n(z-Vz-1)+cC. 
11 
5. We in(irez-1)+5 (Vire #+1)+ C 


5 
emt14fe-2en+: 


6. Wen —— In (tez-5+2Vetz- Se:+4)+ C. 


5 
e—]1+ | eu ets+] 
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1. W= ES C. 2 Whi [(+1Y/3+(-1Y/2F 


C. 
z3+1 (z+1)4/3+(2-— 14/3 
2Vz 1 
3 D ;c 4 Wu —+c. 
zi— 1 1 
40.47. Zéro identique. 


_ KR? 
40.48. W= w. (+ — JS nz+cC. 
z 


& 41. Liaison des champs vectoriels avec les représentations 
conformes et les solutions du problème de Dirichlet 


Jusqu’à présent, les représentations confo.mes n'étaient qu’un moyen 
de résolution des problèmes concernant la recherche des champs vectoriels 
à points singuliers donnés. Pourtant, on peut inverser le problème et cons- 
truire les représentations conformes par la recherche des champs vectoriels 
à points singuliers donnés. 


41.01. Soit £ =g(z) une fonction quelconque qui réalise une représenta- 
tion conforme d’un domaine simplement connexe D sur le disque || <R 
en transformant un point z,€ D en le point & =0. Montrer que la fonction 
W{(z)=iln y(z) est le potentiel complexe d’un champ vectoriel engendré 
dans le domaine D par un tourbillon d'intensité 2x situé au point z,. 

41.02. Soit W/(z) le potentiel complexe d’un champ vectoriel engendré 
dans un domaine simplement connexe D par un tourbillon d’intensité 2x 
situé en un point z,€ D. Montrer que la fonction g(z)=e-#@ réalise une 
représentation conforme du domaine D sur un certain disque [| <R en 
transformant le point z, en le point à =0. 

Indication. Voir le problème 32.30. 

41.03. Montrer que l’unicité d’un champ vectoriel engendré dans un 
domaine simplement connexe D par ses points singuliers entraîne l’unicité 
de la représentation conforme du domaine D sur le disque [| <R si l’on 
donne le rayon R de ce disque, le point z,€ D, qui est transformé en le centre 
du disque mentionné, et la valeur que prend au point z, (pour z,* =) l’argu- 
ment de la dérivée de la fonction qui réalise l’application. 

41.04. Soit & =y(z) une fonction quelconque qui réalise une représenta- 
tion conforme d’un domaine simplement connexe D sur une bande de lar- 
geur 2x dont les côtés sont parallèles à l’axe réel en transformant le point 
E,€9D en le point & = - = et le point Ë,€9D en le point = ++. Montrer 
que la fonction y(z) est le potentiel complexe d’un champ vectoriel engendré 
dans le domaine D par deux sources frontières situées aux points £, et &, 
respectivement d'intensité 2x et — 2x. 


Indication. Voir le problème 26.29. 


41.05. Soit D un domaine simplement connexe contenant le point à 
l'infini, et soit © =p(z) une fonction qui réalise une représentation conforme 
de ce domaine sur le plan entier muni d’une coupure suivant le segment 
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[— R, R] en transformant le point z= + en le point ê =+. Montrer que la 
fonction g(z) est le potentiel complexe d’un champ vectoriel engendré dans 
le domaine D par un dipôle de moment 27y'(=) situé à l'infini. 

41.06. Soit W{(z) le potentiel complexe d’un champ vectoriel engendré 
dans un domaine simplement connexe D par un dipôle situé en un point 
Z€ D. Montrer que la fonction & = W{(z) réalise une représentation conforme 
du domaine D sur tout le plan muni d’une coupure suivant un certain seg- 
ment horizontal et transforme le point z, en‘le point à = =. 

41.07. Soit W{(z) le potentiel complexe d’un champ vectoriel engendré 
dans un domaine simplement connexe D par deux sources situées aux points 
z,€D et z,€ D respectivement d'intensité 2x et — 2x. Montrer que la fonction 
& = eW() réalise une représentation conforme du domaine D sur tout le plan 
muni d’une coupure suivant un certain segment de la demi-droite arg & = 
=const, le point z, étant transformé en le point © =0, et le point z, en le 
point & = æ. 

41.08. Ayant construit les champs vectoriels correspondants à l’aide 
du principe de symétrie, trouver les représentations conformes & =g(z) du 
demi-plan Im z=0 sur les domaines G ci-dessous, compte tenu des condi- 
tions supplémentaires indiquées: 

1.G: IImzi<x ; q(1)=-, p(1)=—, p(0)= ri. 

2. G: z6[-R, R]; g(z)=——+0(1) (z-i). 


z—i 


3. G: z6[-iR,iR]: pG)=-+0() (à. 
4. G: z&la a+iR] ; g(2i)=0, p(z)= + (1) (z—i). 


41.09. Ayant construit les champs vectoriels correspondants à l’aide 
du principe de symétrie, trouver les représentations conformes & =gp(z) du 
disque |z| <1 sur les domaines G ci-dessous, compte tenu des conditions 
supplémentaires indiquées: 


G : O<Imz-<x ; Fe le *)- +. p(1) = 0. 
. G: a<Rez<a+x ; qi)=a+ie, qg(i=a-ix, g(0)=0. 
. G: z&é[a-R,a+R]; (z)= _ + 0(1) (5). 

] E 
4 G: z&[-i,il ; slim [5] 90 0 


a— 


W ND 


41.10. Ayant construit les champs vectoriels correspondants à l’aide du 
principe de symétrie, trouver la forme générale de la représentation conforme 
&=p(z) des domaines D donnés sur le disque unité, représentation qui 
transforme le point z,e D en le centre de ce disque. 


1. D: Rez=>0. 2. D : 1|zl<R. 
3. D : Imz>0, |zJ<1. 4.D : O<argz<—. 
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41.11. Ayant construit le champ vectoriel correspondant à l’aide du 
principe de symétrie, trouver la forme générale de la représentation confor- 
me & = g(z) du demi-plan Im z =0 sur tout le plan muni d’une coupure suivant 
le segment [ — 1, 1], représentation qui transforme le point z=i en le point 


* * * 


Les différentes représentations conformes des domaines multiplement 
connexes sont aussi ramenées à la recherche des champs vectoriels à points 
singuliers donnés et à circulations données le long des courbes frontières 
intérieures. 


41.12. Soit D un domaine doublement connexe ayant une courbe fron- 
tière extérieure Z}, et une courbe frontière intérieure 1”, et soit £ =p(z) une 
fonction quelconque qui réalise une représentation conforme de ce domaine 
sur une certaine couronne R,<|6|<R,. Montrer que la fonction W{(z)= 
= i 1n y(z) est le potentiel complexe d’un champ vectoriel engendré dans le 
domaine D par une circulation égale à 2x le long de la courbe frontière 
intérieure J',. 

41.13. Soit D un domaine doublement connexe ayant une courbe fron- 
tière extérieure J', et une courbe frontière intérieure J",, et soit W(z) le 
potentiel complexe d’un champ vectoriel engendré dans le domaine D par 
une circulation égale à 2x le long de la courbe frontière intérieure J',. 
Montrer que la fonction & =e-{() réalise une représentation conforme du 
domaine D sur une certaine couronne R,<|£| <R,. 

41.14. Montrer que de l’unicité d’un champ vectoriel, engendré dans un 
domaine doublement connexe D par une circulation donnée le long d’une 
courbe frontière intérieure, il découle que la fonction qui réalise une repré- 
sentation conforme de ce domaine sur la couronne R, <{|6|<R, est définie 
d’une façon unique si l’on donne le rayon intérieur de la couronne et l’image 
d’un point donné sur la courbe frontière intérieure. 


Dans les problèmes qui suivent, nous allons considérer que le domaine 
pconnexe D est borné par une courbe frontière extérieure 17 et par des 
courbes frontières intérieures Z';, ..., l',_1. 


41.15. Soit Ÿ =(z) une fonction qui réalise une représentation conforme 
du domaine D sur le plan entier muni de coupures suivant p segments hori- 
zontaux et qui transforme un point z€ D en le point & =. Montrer que 
la fonction æ(z) est le potentiel complexe du champ vectoriel engendré dans 
le domaine D par un dipôle situé au point z, et par des circulations nulles 
le long des courbes frontières intérieures. | 

41.16. Soit W(z) le potentiel complexe d’un champ vectoriel engendré 
dans le domaine D par un dipôle situé en un point z€ D et par des circu- 
lations nulles le long des courbes frontières intérieures. Montrer que la 
fonction & = W{(z) réalise une représentation conforme du domaine D sur 
tout le plan muni de coupures suivant p segments horizontaux en transfor- 
mant le point z, en le point & = =. 
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41.17. Montrer que l’unicité d’un champ vectoriel engendré dans le 
domaine D par des points singuliers donnés et par des circulations données 
le long des courbes frontières intérieures entraine l'unicité de la représenta- 
uon conforme du domaine D sur tout le plan muni de coupures suivant p 
segments horizontaux si l’on donne en plus un point z,, qui est transformé 
en le point à l'infini, la partie principale du pôle en ce point et l’image d’un 
autre point du domaine D. 

41.18. Soit W{(z) le potentiel complexe d’un champ vectoriel engendré 
dans le domaine D par un tourbillon d’intensité 2x situé en un point z,€ D 
et par des circulations nulles le long des courbes frontières intérieures. 
Montrer que la fonction & —=e-{W@) réalise une représentation conforme 
du domaine D sur un certaine disque |£| < R muni de p -— 1 coupures suivant 
des arcs de circonférences concentriques et transforme le point z, en le point 
, =0 et la courbe frontière extérieure J” en la circonférence [6 = R. 

41.19. Soit W/(z) le potentiel complexe d'un champ vectoriel engendré 
dans le domaine p-connexe D (p =2) par une circulation égale à 2x le long 
d’une courbe frontière intérieure J”, et par des circulations nulles le long des 
autres courbes frontières intérieures. Montrer que la fonction Ê =e-iW() 
réalise une représentation conforme du domaine D sur une certaine couron- 
ne R,<1ê1<R, muni de p—2 coupures suivant des arcs de circonférences 
concentriques et transforme la courbe frontière extérieure Z°, en la circon- 
férence || =R, et la courbe frontière intérieure J”, en la circonférence 
Id = R; . 

41.20. Soit W{(z) le potentiel complexe d’un champ vectoriel e-gendré 
dans le domaine D par deux sources situées aux points z,€ D et z,€ D res- 
pectivement d’intensité 2x et — 2x et par des circulations nulles le long des 
courbes frontières intérieures. Montrer que la fonction & = e"() réalise une 
représentation conforme du domaine D sur tout le plan muni de p coupures 
suivant des segments des demi-droites sortant du point à =0 et transforme 
le point z, en le point & =0 et le point z, en le point & = +. 

41.21. Soit W{(z) le potentiel complexe d’un champ vectoriel engendré 
dans le domaine D par deux tourbillons situés aux points z,€ D et z,€ D 
respectivement d'intensité 27 et — 2x et par des circulations nulles le long 
des courbes frontières intérieures. Montrer que la fonction ê=e-#{() 
réalise une représentation conforme du domaine D sur tout le plan muni 
de p coupures suivant des arcs de circonférences de centre £ —0 et transforme 
le point z, en le point & =0 et le point z, en le point & = =. 

41.22. Soit W(z) le potentiel complexe d’un champ vectoriel engendré 
dans le domaine D par deux tourbillons-sources situés aux points z,€ D et 
z,€ D respectivement d'intensité 2x et — 2x (ces valeurs se rapportent aussi 
bien aux tourbillons qu'aux sources) et par des circulations nulles le long 
W(:) 
1+ ic 
réalise une représentation conforme du domaine D sur ‘out le plan des 
: muni de coupures suivant p arcs de spirales logarithmiques ‘5! = Ce": 
et transforme le point z, en le point Ü =0 et le point z, en le point Ê = =. 


des courbes frontières intérieures. Montrer que la fonction :; —-exp 
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Jusqu’à présent nous n’avons pas touché la question concernant l’exis- 
tence dans des domaines multiplement connexes des champs vectoriels 
engendrés par des points singuliers donnés et par des circulations données 
le long des courbes frontières intérieures. Cette question peut être ramenée 
à la question de résolubilité du problème de Dirichlet dans les domaines 
correspondants. Rappelons que l’on appelle solution du problème de Dirichlet 
dans un domaine D à une fonction frontière f(£) donnée (c’est-à-dire à une 
fonction définie sur les courbes frontières du domaine D) une fonction V(z) 
harmonique dans le domaine D, continue jusqu’à La frontière de ce domaine 
et coïncidant sur la frontière de ce domaine avec la fonction frontière 
JG). 

Il est connu que dans un domaine borné par un nombre fini de courbes 
lisses par morceaux, le problème de Dirichlet est résoluble pour toute fonction 
frontière continue et que la solution obtenue est unique. 

On sait en outre que, si la fonction frontière vérifie la condition de Lip- 
schitz d'ordre x, O<a<1, alors la solution du problème de Dirichlet aussi 
bien que toute branche uniforme de la fonction harmonique conjuguée de cette 
solution (qui, généralement parlant, est multiforme) satisfait à la condition 
de Lipschitz du même ordre x en chaque partie simplement connexe de la fer- 
meture du domaine D. 


41.23. Soit V(z) la fonction de courant d’un champ vectoriel engendré 
dans un domaine D par un dipôle de moment 2xa situé en un point à distance 
finie z,€ D et par des circulations nulles le long des courbes frontières inté- 


rieures. Montrer que la fonction V(z) - Im - — est la solution du PrODIeRE 


de Dirichlet dans le domaine D à fonction frontière f(£)=C;-Im =. 
(Ee9D), où C4 représente certaines constantes (chaque courbe frontière a 
sa constante). 


41.24. Désignons par V,(2) la solution du proie de Dirichlet dans 


un domaine D à fonction frontière /(E) = 


et posons w.(z) = Di i 23. Montrer que le PAR one W(z) = w() - 


— a{z-2Zz)"* est engendré dans le domaine D par un dipôle de moment 
2xa situé au point z, et par certaines circulations le long des courbes frontiè- 
res intérieures. 

41.25. Soit D un domaine p-connexe borné par une courbe frontière 
extérieure 1°, et par des courbes frontières intérieures 1”,, ..., l,_1. Désig- 
nons par V,(z) la solution du problème de Dirichlet dans le domaine D à 
fonction frontière f,(£) égale à 1 sur la courbe frontière l', et égale à O sur 
les autres courbes frontières, et posons wz)= 5% TE. Notons yxm la 
circulation du champ vectoriel w,(z) le long de la courbe frontière intérieure 
T',. Montrer que ia matrice 

Het, ass Dsl mets 2e DE 
a un déterminant différent de zéro. 

Indication. Montrer que, dans le cas contraire, il existe un champ vec- 

toriel sans points singuliers dans le domaine D à circulations nues ie log 
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de toutes les courbes frontières dont la fonction de courant reste constante 
sur chaque courbe frontière et qui n’est pas identiquement nul. L'existence 
d'un tel champ vectoriel contredit les assertions du problème 40.54. 

41.26. En partant des problèmes 41.24 et 41.25, tirer la conclusion qu’un 
champ vectoriel, engendré dans un domaine D par un dipôle de n’importe 
quei moment situé en tout point z,€ D et par n’importe quelles circulations 
données le long des courbes frontières intérieures, existe et qu’il est unique. 

41.27. En partant du problème 41.26, déduire que l’on peut réaliser 
une représentation conforme de tout domaine D borné par un nombre 
fini de courbes lisses par morceaux sur tout le plan muni de coupures suivant 
des segments horizontaux. 

41.28. Montrer qu'un champ vectoriel, engendré dans un domaine D 
par n'importe quel nombre de tourbillons (situés en n’importe quels points 
donnés du domaine D et d'intensités arbitraires données) et par n’importe 
quelles circulations données le long des courbes frontières intérieures, existe 
et qu’il est unique. 

Indication. Effectuer la construction de la même façon qu’au problème 
41.24, en prenant la fonction f{£) égale à — Z’B,1n Iz-—z,l, où z, représente 
les points en lesquels sont donnés les tourbillons d’intensité B,. 

41.29. Montrer que, pour qu’un champ vectoriel engendré dans un do- 
maine D par des points singuliers donnés et par des circulations données le 
long des courbes frontières intérieures existe, il faut et il suffit que la somme 
des intensités des sources suivant tous les points singuliers donnés soit 
nulle. 

Indication. En effectuant la construction de la même façon qu’au problè- 
me 41.24, prendre en qualité de fonction frontière f{£) la partie imaginaire 
du potentiel complexe du champ vectoriel construit d’après des points 
singuliers donnés dans tout le plan complexe. Pour réaliser une telle construc- 
tion, cette partie imaginaire doit être uniforme en dehors du domaine D et 
sur sa frontière. 

41.30. Soit D un domaine du plan complexe borné par un nombre fini 
de courbes lisses par morceaux. Montrer l’existence d’une représentation 
conforme du domaine D sur les domaines canoniques suivants : 

1. Tout le plan muni de coupures suivant des segments des demi-droites 
sortant de l’origine des coordonnées. 

2. Tout le plan muni de coupures suivant des arcs de circonférences 
centrées sur l’origine des coordonnées. 

3. Le disque unité muni de coupures suivant des arcs de circonférences 
concentriques. 

4. Le disque unité muni de coupures suivant des segments de rayons. 

5. La couronne 1 < || < R munie de coupures suivant des segments de 
rayons. 

6. La bande 0 <Im z-<x munie de coupures suivant des segments hori- 
zontaux. 

7. La bande O<Imz-x munie de coupures suivant des segments 
verticaux. 

8. Le demi-plan Im z-0 muni de coupures suivant des segments hori- 
zontaux. 
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& 42. Certains problèmes liés à l’écoulement autour des solides 


En hydrodynamique, l’écoulement d’un fluide est caractérisé par trois 
grandeurs : la densité p, la pression p et la vitesse w qui, dans le cas plan, 
possède deux composantes v et v. Pour un fluide parfait incompressible, 
la densité est constante et on la prend d’habitude égale à l’unité. Les com- 
posantes s et v de la vitesse w et la pression p sont liées entre elles par les 
équations ci-dessous : 


ou ov e e e 
3x “27” O0 (équation de continuité) 
et 
Op du du Op, ,,0v, dv - , 
2x Ut V5y— D ET ALE PA nb (équations d’Euler). 


Jusqu’au moment où ce n’est que la vitesse d'écoulement qui nous intéresse, 
le problème d’hydrodynamique est équivalent à un problème de théorie du 
champ vectoriel, ce qui signifie que l’on peut passer en toute liberté d’un 
système de coordonnées à un autre en utilisant l’invariance de la grandeur 
w(z) dz par rapport aux représentations conformes. Par contre, la pression 
n’est pas une grandeur invariante par rapport aux représentations conformes, 
et c’est pour cela que toutes les opérations où elle figure doivent être effec- 
tuées en utilisant le système de coordonnées du problème initial. Dans ce 
paragraphe, nous aurons affaire à des problèmes d’hydrodynamique qui, 
de telle ou telle façon, tiennent compte de la pression. 

Un des plus simples problèmes d’hydrodynamique concerne l’écoule- 
ment autour d’un solide immobilisé de dimensions finies (dans le plan) à 
frontière parfaitement lisse (au sens physique du mot) lorsque la vitesse du 
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flux à l'infini est donnée et égale à w.. Certaines simplifications permettent 
de considérer le champ vectoriel des vitesses d’un écoulement stationnaire 
comme un champ vectoriel localement à potentiel complexe (bien que les 
équations mentionnées plus haut montrent que ce champ n’est que locale- 
ment solénoïdal). On voit facilement que les conditions admises ne sont 
pas suffisantes pour obtenir la solution du problème, car le champ vectoriel 
des vitesses, pour une valeur de w. donnée, peut avoir à l'infini non seule- 
ment un dipôle mais aussi un tourbillon dont l'intensité doit être donnée en 
plus. (En hydrodynamique, on ne parle pas d’habitude de tourbillon à 
l'infini, mais de circulation du champ des vitesses le long de la frontière du 
corps investi.) 

Dans les problèmes immédiatement suivants, nous allons considérer que 
le corps investi par un fluide en mouvement occupe un domaine fini D du 
plan complexe, tandis que l'écoulement du fluide sera cherché dans le do- 
maine infini extérieur au domaine D. Avec cela, le domaine D peut dégénérer 
en tel ou tel ensemble fermé sans points intérieurs (par exemple, l'écoulement 
autour d’une plaque infiniment mince). D’après le sens physique, la frontière 
du domaine D doit être constituée par des lignes de courant frontières du 
champ vectoriel des vitesses. 


42.01. Soit W(z) le potentiel complexe du champ des vitesses d’un écou- 
lement autour d’un domaine D, et soit p(z) la pression au point z. Démontrer 
la formule de Bernoulli 


PG)+1W'(2)|=const (z4 D). 


Indication. Utiliser les équations citées plus haut en leur ajoutant l’équa- 

tion 
Ov du 
x 2 © 

qui découle de l’éxistence du potentiel complexe du champ des vitesses. 

42.02. Trouver le potentiel complexe du champ des vitesses d’un écoule- 
ment autour du disque |z| < 1 de vitesse à l'infini w. — Ve" et de circulation 
le Ilong de la circonférence |z| = 1 égale à 2xf. 

42.03. Représenter graphiquement le tableau qualitatif des lignes de 
courant de l’écoulement donné au problème précédent pour 0=<f-2 et 
pour B>2. 

42.04. Pour l’écoulement du problème 42.02, calculer la pression p(z) 
en chaque point de la circonférence |z| = 1 et trouver son maximum et son 
minimum. 

42.05. Soit & =p(z) une fonction qui réalise une représentation conforme 
de l'extérieur d’un domaine D sur l'extérieur du disque unité et qui vérifie 
les conditions qg{>) = =, p'(+) -0. Montrer que le potentiel complexe W(z) 
d’un écoulement autour du domaine D de vitesse à l’infini w.= Ve“ et de 
circulation 2x le long de la frontière du domaine D peut être présenté sous 
la forme 


W(2) = CS [e-*pt) +7 + iB In g(z) + C. 
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En hydrodynamique, il arrive souvent d’opérer avec la force P, qui 
représente la pression exercée par le fluide en mouvement sur le corps in- 
vesti. Cette force est trouvée comme la résultante de toutes les forces de 
pression élémentaires agissant sur le corps investi par le fluide en mouve- 
ment. Chaque force élémentaire est dirigée vers l’intérieur du corps Suivant 
la normale à sa surface et sa valeur absolue est égale au produit de l’aire 
d’un élément de surface du corps par la valeur de la pression p(z) exercée 
au centre de cet élément de surface. Dans le cas plan, la formule de la force 
de pression P, prend la forme 


Po=i [ pt) dz. 


ôD 


On voit aisément que la force P, n’est pas invariante par rapport aux re- 
présentations conformes. Pourtant, elle peut être exprimée d’une façon assez 
simple par w. et la valeur de la circulation le long de la frontière du 
domaine D. 


42.06. Soit W{(z) le potentiel complexe d’un écoulement autour d’un 
domaine D. Démontrer la formule 


Pp= =i | IW'()l° dr. 
9D 


42.07. Soit W{(z) le potentiel complexe d’un écoulement autour d’un 
domaine D de vitesse à l’infini w.= Ve" et de circulation le long de la 
frontière du domaine D égale à 27f. Démontrer la formule 


= -i | |y(=)y. +_©) Es 
LS s [rod aJ*cl ro 


où z=#(0) est une fonction qui réalise une représentation conforme du do- 
maine |&| - 1 sur l'extérieur du domaine D et vérifie les conditions p(=)= =, 
p(=)>0. 

Indication. Voir le problème 42.05. 

42.08. Transformer la formule du problème suivant et la ramener à la 
forme 


Ph= -AniBw.y'(=). 


Indication. Dans la formule du problème 42.07, passer aux nombres 
conjugués et utiliser le fait que sur la circonférence |£| = 1 l'égalité £ = 1} 
a leu. 

Près d’un corps investi par un fluide en mouvement, on peut observer 
deux tableaux des lignes de courant entre lesquels il y a une différence de 
principe : ou bien au voisinage du corps il y a des lignes de courant fermées 
qui l'entourent, ou bien une partie des lignes de courant passe d’un côté 
du corps, tandis que l’autre partie passe de l’autre côté. Dans ce dernier 
cas, 1l y a une ligne de courant qui, en tombant sur le corps, se décompose 
en deux branches contournant le corps chacune de son côté pour s’unir 
ensuite à nouveau en une seule ligne de courant. Le point de la frontière 
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du corps investi en lequel une ligne de courant se décompose en deux branches 
est appelé point de ramification, le point en lequel ces deux branches s’unis- 
sent à nouveau étant appelé point de fuite. 

42.09. Soit & = p(z) une fonction qui réalise une représentation conforme 
de l'extérieur d’un domaine D sur l'extérieur du disque unité et qui vérifie 
les conditions q(=)= +, p(+)-0. Montrer qu’un écoulement autour du 
domaine D présente un point de ramification et un point de fuite si, et 
seulement si, la vitesse à l’infini w. et la valeur 2xf de la circulation le long 
de la frontière du domaine D sont liées par l'inégalité |Blp (=) <2,w..|. 

42.10. Les conditions du problème 42.09 restant les mêmes, montrer 
que le point de ramification z, et le point de fuite z, vérifient les équations 


pGD= -et+9, p(z)=et9, 


B-g(-) 
2lw.l 

42.11. Trouver le point de ramification z, et le point de fuite z, pour un 
écoulement autour des domaines D ci-dessous de vitesse à l’infini w.=e!" 
et de circulation égale à 2x8 le long de la frontière de chacun de ces domai- 
nes 


où 


T = Aarg W.., = — arcsin 


1. Domaine D: domaine dégénéré en le segment [ — 1, 1] (écoulement 
autour d’une plaque). 
2. Domaine D: l’ellipse 


x3 1 1 1 1 
tx} a=}(r+E), b=i[r-+), R>1. 

Pour un fluide parfait, il est possible en principe de réaliser des écoule- 
ments de n’importe quelle valeur de la circulation le long de la frontière du 
corps investi. Pourtant, pour un fluide réel, la viscosité est différente de zéro 
même si sa valeur est infime. Cela fait que, lors du mouvement d’un fluide 
autour d’un corps, il s’établit un écoulement jouissant d’une des plus préfé- 
rables circulations. Ces circulations préférables sont relativement bien mises 
en évidence lorsque le corps investi présente des pointes. Dans ce cas, les 
circulations préférables sont celles pour lesquelles le point de fuite coïncide 
avec une pointe. Cette régle est appelée postulat de Joukovski-Tchaplyguine. 

42.12. Pour un écoulement de vitesse à l'infini w.=e", -T<T <2 . 
autour des domaines D indiqués, trouver la circulation préférable 2xf et 
la force de pression P, sur le corps investi (par un fluide en mouvement 
dont la circulation est préférable). 

1. Domaine D : domaine dégénéré en le segment (-—1, 1). 

2. Domaine D : domaine dégénéré en l’arc de circonférence 12 + i ctgal = 


PERLE situé au-dessus de l’axe réel (0 <<?) : 
sin œ 2 


3. Domaine D : |z+ictg aie, 
sin @ 

; 1 T 
I ictgal <-l (0 <a à). 
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4. Domaine D : IZ+ictgai<——, Im z>0(0<a<%). 


|z+ictg «| en (0<a <2) 
sin œ 


5. Domaine D : j|z+ictg 2x| < n 


sin 2& ” 
42.13. On appelle profil de Joukovski l’image de la circonférence 


JT 
E—-0l=R, bo = 1-Reï, R=>1, O<a<—, 


par l’application 72 É +) . Trouver la circulation préférable 2xB et la 


force de pression P, sur le corps investi (par un fluide en mouvement dont 
la circulation est préférable) pour un écoulement autour du profil de Jou- 
kovski de vitesse à l'infini w.= Ve”, -T<r<7. 

Outre l'écoulement autour des solides exposé plus haut, on arrive à 
examiner des problèmes d'écoulement le long des parois et dans des canaux. 
Les frontières des parois et des canaux sont le plus souvent considérées recti- 
lignes, et, de cette façon, les applications nécessaires à la recherche des 
écoulements peuvent être obtenues à l’aide des intégrales de Christoffel- 
Schwarz. Mais le plus souvent on utilise la méthode basée sur l’utilisation 


de l’application réalisée par la fonction w{(z) (voir les problèmes 37.33 à 
37.42). Bien que cette méthode soit moins générale, elle permet souvent 
d'obtenir des résultats plus économiques. L’essence de cette méthode est 
exposé dans les problèmes qui suivent. 


42.14. Soit w(z) le champ vectoriel des vitesses d’un écoulement dans un 
domaine D borné par des lignes polygonales (on considère que le champ 
vectoriel ne peut avoir des singularités qu’à l’infini). Montrer que dans les 
angles du domaine D dont l’ouverture 
est inférieure à x, la vitesse w(z) est 
nulle, tandis que dansles angles d’ouver- 
ture supérieure à x elle devient infinie. 

42.15. Soit W(z) le potentiel com- 
plexe d’un écoulement dans le canal 
représenté sur la fig. 311 dont la vi- 
tesse à l'infini (à l'extrémité gauche du 
canal) est e-". Pour plus de préci- Fig. 311 
sion, nous allons considérer le potentiel 
complexe W{(z) normé par la condition W(0)=0. Montrer que la fonction 
& = W(z) établit une représentation conforme du canal sur la bande 0 < Im à < 
< a COS «, l'extrémité gauche du canal étant transformée en Île point £ = -— +, 
l’extrémité de droite, en le point à = + =. 

Indication. Le champ vectoriel des vitesses de l’écoulement dans le canal 
est engendré par deux sources frontières d’intensités de signes opposés 
situées aux extrémités de ce canal. Trouver les intensités de ces sources et 
utiliser le résultat du problème 41.04. 
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42.16. Les conditions du problème 42.15 restant les mêmes, montrer 
que pour z—+—, à l’extrémité gauche du canal W'(z)—e"“, et pour z—, 
à l'extrémité de droite du canal W'(z)-e-". 

42.17. Supposons satisfaites les conditions du Drobième 42.15. Montrer 
que: 

1. Lorsque le point z se déplace suivant le côté gauche inférieur du canal 
dez=0à z= +, le point w = W”(z) se déplace le long de la demi-droite arg w = 
=a de w=0 à w=ef (il se peut que ce déplacement ne soit pas monotone). 

2. Lorsque le point z se déplace suivant le côté gauche supérieur du canal 
de z=ia à z=, le point w= W'(z) se déplace le long de la demi-droite 
argw=ax de w= à w=e# (il se peut que ce déplacement ne soit pas mo- 
notone). 

42.18. Les conditions du problème 42.15 restant les mêmes, montrer 
que l’hypothèse concernant la monotonie de la fonction | W’(z)|, lors du 
déplacement du point z le long des côtés rectilignes du canal, entraîne le 
fait que la fonction w = W”(z) établit une représentation conforme du canal 
sur l’angle |arg w| <a, et que 

W(0), W'(+=e)=et, Wia)=-, W(+-e-r)=er. 

42.19. Désignons par z=@(£) la fonction inverse de la fonction & = W{(z). 
. Montrer que, si les hypothèses du problème 42.18 sont respectées, la fonction 
s =®"(£) établit une représentation conforme de la bande 0 —Im & <a cos « 
sur l’angle |arg s| <a, et que 

D'(-=)=e"t, D'(0)=>, PD'(+—)=ez, D'(iacos x)=0. 


Indication. Utiliser la formule ®'(£) = DES 


42.20. Soit Œ(C) la fonction inverse du potentiel complexe du problème 


42.15. Montrer que 


| 
2a/n 


nt 


Indication. Se convaincre que, pour le potentiel complexe écrit, l’hypothe- 
se concernant la monotonie de la fonction | W”(z)| sur les côtés rectilignes 
du canal reste vraie. 

42.21. Pour les canaux représentés sur les fig. 312 à 315, ‘trouver la 
fonction ®(0) inverse du potentiel complexe W{(z) correspondant à un écou- 
lement dans le canal dirigé de l’extrémité gauche à l’extrémité de droite, 
écoulement dont le module de vitesse à l'infini à l'extrémité gauche est égal 
à l’unité. Pour plus de précision, considérer le potentiel W{(z) normé par 
la condition W{(ia) = 0. 

42.22. Trouver la fonction ®(C) inverse du potentiel complexe W(:) 
d’un écoulement dans le canal représenté sur la fig. 316 dont la vitesse à 
l'infini à l’extrémité gauche du canal est égale à 1. Pour plus de précision, 
considérer le potentiel complexe W(z) normé par la condition #(0)= 0. 
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42.23. Trouver les fonctions ®(C) inverses des potentiels complexes 
W/(2) des écoulements le long des parois représentées sur les fig. 317 et 318 
dont la vitesse à l’infini est égale à l’unité. Pour plus de précision, considérer 
le potentiel complexe W(z) normé par la condition W{(ia) =0. 


Fig. 312 Fig. 313 


Fig. 318 Fig. 319 


42.24. Trouver la fonction ®(£) inverse du potentiel complexe W{z) 
d’un écoulement le long de la paroi représentée sur la fig. 319 dont la vitesse 
à l'infini est égale à l’unité. Considérer le potentiel complexe W{z) normé 
par la condition W{(ia) = 0. 
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Lorsque la frontière du domaine d'écoulement présente des détours trop 
brusques, il se produit d’habitude un phénomène appelé décollement du filet. 
Cela signifie que l’écoulement se décompose en deux parties : dans l’une 
de ces parties le fluide se déplace, tandis que dans l’autre il reste immobile. 
Pour rechercher la frontière de ces parties, appelée ligne de séparation, on 
utilise les deux conditions d’équilibre données ci-dessous : 

1. La ligne de séparation doit être une ligne de courant. 

2. La pression de deux côtés de la ligne de séparation doit être la même. 

Etant donné que dans un fluide au repos la pression est constante, de la 
formule de Bernoulli (voir le problème 42.01) il découle que le module de 
vitesse reste constant sur la ligne de séparation. 

Pour résoudre les problèmes concernant les écoulements à décollement 
du filet, on fait appel à la même méthode basée sur l’étude des applications 
réalisées par la fonction W'(z), où W(z) est le potentiel complexe cherché. 


42.25. Examinons l’écoulement engendré dans le plan des z muni de 
coupures verticales suivant [ia, +iæ] et [—i+, —ia], a 0, par une source 
d’intensité x, V -0, située au point z= - = et par une source d'intensité 
-7rV située au,point z= +=, en supposant qu'aux points z=ia et z= —-ia 
il se produit un décollement du filet de vitesse de module F,. Notons W(z) 
le potentiel complexe de l'écoulement dans le domaine D où le fluide se 
déplace, et ®(&) la fonction inverse de la fonction W{(z). Montrer que : 

1. La fonction Ë = W{(z) réalise une représentation conforme du domaine 
D sur une bande de largeur x dont les côtés sont parallèles à l’axe réel, 
et que le point z= —- = est transformé en le point & = —- =, tandis que le 
point z= + est transformé en le point à = + =. 

2. La fonction w = W"(z) réalise une représentation du domaine D sur 
le demi-disque |wi <ÿ,, Re w-0, et W(-=)=0, W'(ia)=iV,, W'(-ia)= 
= -iV,, W{+=)=". 

42.26. Montrer que l'écoulement décrit dans le problème précédent 
n’est possible que si la relation 2a/,=(x- 2) a lieu. 

42.27. Montrer que la fonction ®(£) correspondant à l’écoulement 
décrit dans le problème 42.25 a pour expression la formule 


Ph, SV =2Gv Eu 
oe + 0-7] e Vl+e M er—LET 
(C est une constante arbitraire). 

42.28. Supposons qu’un écoulement soit engendré dans l’angle 0 < 
<arg z<ra, O<a<1, par un certain dipôle frontière situé à l'infini (la 
vitesse est dirigée suivant la demi-droite arg z=œ de z=+ vers z=0), et 
qu’en un point donné z= ae il se produise un décollement du filet avec 
une vitesse de module F,. Désignons par W{(z) le potentiel complexe de 
l'écoulement dans le domaine où le fluide se déplace, et par ®{({) la fonction 
inverse de ce potentiel. Trouver la fonction (£) et la formule asymptotique 
du potentiel complexe W#/(z) à l’infini. 

42.29. Supposons que l’écoulement dans les domaines représentés sur 
les fig. 320 et 321 soit engendré par une source frontière d’intensité x}, 
V -0, située au point z= — - et par une source frontière d'intensité -7Ÿ 
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située au point z= + =, et qu'aux points z = ih et z= —ih il se produise un 
décollement du filet avec une vitesse de module V,. Désignons par W(2) 
le potentiel complexe de l’écoulement dans le domaine, où le fluide se 
déplace, et par ®(£) la fonction inverse de ce potentiel. Trouver les relations, 
assurant l’existence de tels écoulements, et les formules donnant ®’(0). 


Fig. 320 


Les problèmes concernant l'écoulement autour des solides avec décolle- 
ment du filet sont toujours plus compliqués que les problèmes qui ne tien- 
nent pas compte de ce phénomène. Dans certains cas, lorsqu'on prend en 
considération le décollement du filet d’un écoulement dans un domaine 
simplement connexe, on peut aboutir à des applications des domaines multi- 
plement connexes. Ci-dessous est donné un des plus simples problèmes de 
ce genre. 


42.30. Examinons un écoulement engendré dans un domaine fini sim- 
plement connexe G par un tourbillon d’intensité — 2xf situé au point z,€G, 
et supposons qu’au voisinage du tourbillon il se produise un décollement 
du filet avec une vitesse de module V,. Désignons par / la courbe qui sépare 
le fluide en mouvement du fluide au repos, et par D le domaine doublement 
connexe où le fluide se déplace. Notons W{(z) le potentiel complexe de 
l'écoulement dans le domaine D, et ®(&) la fonction inverse de la fonction 
W{(z). Notons encore «, la valeur de Im W{(z) sur la courbe }, et «, la valeur 
de Im W(2) sur 0G. 

Montrer que : 

1. La fonction ®({) est définie et régulière dans la bande horizontale 
x, <Imêé<x, (si B<0, alors «, <a, et les inégalités changent de sens), et, 
d’autre part, elle est une fonction périodique de période 2xf. 


2. La fonction 
s=exp {iW(z)/B} 


réalise une représentation conforme du domaine D sur la couronne e-*f < 
<|s| <e- 48, 

42.31. Tout en conservant les notations du problème 42.30, supposons 
que le domaine G soit le carré |Re z| <1, |Im z| <1, et que le point z, soit 
son centre. Notons &æ =, -«, et normons le potentiel complexe W{(z) par 
la condition D{ix +1B/2) = 1 + i (étant donné que le potentiel complexe est 
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lui-même multiforme, tandis que la fonction inverse de ce potentiel est 
uniforme, il est plus commode de le normer par la fonction inverse). 
Montrer que la fonction 


&G)= — iln 20e jin VC) 


réalise une représentation conforme de la bande 0 < Im à <« (on considère 
B 0) sur le demi-plan supérieur Im & 0 comportant des coupures suivant 
des demi-droites verticales sortant des points E,m=ic+7xk/2, k=0, +1, +2, 
..., et avec cela 


E—=)=-—, +-)= +, 
ë (ie MB) ie 
(k=0, +1, +2, ...) 


(c est une certaine constante qui doit être trouvée). 
42.32. Montrer que, pour la fonction & =F(E) inverse de la fonction 
E =E() du problème 42.31, la formule ci-dessous est valable 


cos 28 
 — 


où la constante k, 0 <k < 1, est liée à la constante c du problème 42.31 par 
la relation k ch 2c= 1, et aux constantes « et B par les relations 


1 Uk 
[ f a 
; Ya-#X-k&r) 4° J V@s-1)QG -K%5) 
(4 est une certaine constante positive). 
42.33. Montrer que la fonction ®4(() inverse du potentiel complexe 
W(2) de l’écoulement du problème 42.31 peut s’écrire sous la forme 


(4 
PE) = 1 +7 [Vsna(r-%) +icnÀ (-*) dt, 
la 


où sn w=sn(w ; k)et cn w=cn(w ; k) sont les fonctions elliptiques de Jacobi 
(sinus-amplitude et cosinus-amplitude) définies par les égalités 


nv 
di Vi=snw 
w J TEST En cn w Sn” w 


La constante k figurant dans la détermination des fonctions sn w et cn w 
est liée aux constantes « et B par les formules données au problème 42.32. 

42.34. Supposons que l’écoulement décrit au problème 42.31 corres- 
ponde aux valeurs données B 0 et ,,. Elucider le comportement asympto- 
tique de la fonction (6) et du nombre « pour V,-— =. 
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42.35. Tout en conservant les notations du problème 42.30, supposons 
que le domaine G soit un n-gone régulier ayant pour sommets les points 
etkriln, k=0, 1, ...,n—1, le point z, étant son centre. Trouver les relations 
qui doivent exister entre les grandeurs x, B et V, pour que l’écoulement 
à décollement du filet décrit au problème susmentionné existe. 


RÉPONSES 
1 

42.02. W=z2+—+;iBlnz+cC. 
z 


42.03. Voir fig. 204 et 205. 


42.04. 
PET) = p— IB+2snçpl; 
Pia Po—(1B1+2} ; 
Ps—(IBI-2P (181<2), 
Fur ei (181>2). 
42.11. 


1. z,= 0 Vi- Bi cost+/B sint) : 
20 V3- Bicost-B sinr). 


R?+1 
2. z 2 RP PR cor + Bsinr)+ VF V?-fsinr-B cost): 
R‘+1 
2-37 VF V?- fr cost - Bsine)- "© VF Vr- Bsinr+/Bcosr). 
42.12. 
1. B=-sinr; Pp=2rie"sinr. 
&œ 7x 
sin [T+—-—— sin |T+——— 
| 2 :) | 
2. B=- ,  Pp=2xie#. 
FA TEE 
2 4 2 4 
a 
TR CR 
n-a z-a 
27° 27° 
: x 
4x7 cos Ê =) | 647 cos | =) 
4. B= - —— | RDS ee os. 
[] 1 Ci + 2@ 2; 2 
M . (3z ÿsin 2 
cos Pie, 167° cos 0 
| Xx-20) 2(x — 20) 
5 Ba Pme ————— © —— 
2xz-a . x(z-4a) Dane 
ST 2070) Ax = 22) 


42.13. B= RVsin(æ-T), Pn=ier.27R°V sin (r- a). 
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42.21. 
ele — ]\a/r 
1. ob (SE ei) 


etla+ ] 


Hertla+ a)=7 
De sf Een 1)! 


Û 
3. OC) = ia+ | (ewla+ 1y/r de. 


2. fe) 
ce e+ [| 1+e/a 


42.22. 
€ 


O() = ja — etla)Ir(1 + ett-2) a} dr, 
0 


où À est un nombre réel déterminé par la condition @(À+ ai) = ai. 


OL) = ai+ | (+ A)-</r(r — u)-Bire(a+ Din di, 


où À et u sont des nombres positifs déterminés à partir des équations : 
À 


[a-n-2mçux r-8imrtesin dt à, 
0 


u 
l (A+ 2)-a/rQu = 0)-BInele+P)I" di = a. 
[a] 


DL + = (A+ Ga) VAR DAS + VARE- 1)°7!), 


où in — » C étant une constante arbitraire; 
a(2- a) 
a(2- a) 


W(z)- (aVoz)a (2). 


42.29. 
&IV 


effet cu x dr]; 1 (qe O5 J + VF ar 


VAï+: üv 
| A VA: 1- x? A Vest A+ 1 
La fs- f | eco [ EE à 
Fe \2 xV1-xt . eu+ 1 
_ pes à 
MAI 27 2H, 


27. () 
: 2 4 
42.34. Notons 21 40 - FE) 


2 
Alors æ-21in z< pour tout C fixé, 


r (<) qu 
| J Er 


42.35. Déterminons les nombres 0 < 4 < 1 et À-0 d'après les nombres & et B à partir 


des relations 
L'k 


di rÂf 
Ms + Te” 


Alors, le rapport entre les grandeurs &, B et V, est donné par la formule 
da+rp/n 


1 
Vs [ Ven Ar+ i en À di, 
1 
{x 


où 
sn Àt = sn(Àt ; k), 


cn À = cn(At, K). 


" dé 
- + re . 
A LES st" 
t ” 4 
A 4 eo, 


L. » L. 
Le | ? 
21 » à. 
Le 2 ÿ $ 
L h 
Le EN Mg 4 
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